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PREFACIO CIAEM

En los ultimos afios, la participacion de los contextos reales ha cobrado gran importancia en la

Educacién Matematica. Tanto para favorecer el interés de los estudiantes como para
potenciar dimensiones centrales de las practicas matematicas. Se ha dado un cambio
cualitativo en las visiones dominantes sobre la naturaleza de las Matematicas, su aprendizaje
y su ensefianza. La modelacidn se inscribe dentro de esas poderosas tendencias
internacionales. No se restringe solo a un conjunto de técnicas o resultados, invoca toda una
perspectiva educativa.

Para el Comité Interamericano de Educaciéon Matematica (CIAEM) ha sido un honor haber
gestionado y conducido la traduccion al espafiol de GAIMME (Lineamientos para la
Evaluacion e Instruccion en la Educacion en Modelacion Matemadtica), una importante y
sintética obra publicada por COMAP y SIAM. Es la cuarta oportunidad en un tiempo de cinco
afios que gestionamos traducciones al espafiol de obras publicadas por instituciones de los
Estados Unidos. Las primeras tres eran publicaciones del NCTM (De los principios a la
accion, 5 practicas para orquestar discusiones productivas en Matemadticas y Enfoque de las
Matemadticas para la Educacion Media Superior: Estadistica y Probabilidad) que expresan la
relacidn estrechay la amistad que han existido durante muchos afios entre el NCTM y el
CIAEM, que ahora extendemos a COMAP. Ademas, sobre todo manifiesta alianzas
estratégicas que podran proporcionar muchos mas frutos para las comunidades educativas
donde actuan dichas organizaciones. Estoy seguro que esta publicacion brindara un recurso
muy valioso para la comunidad hispanoparlante de Educacion Matematica.

El traductor y los revisores quieren que se mencionen algunas de las decisiones que han
tomado en el proceso de la traduccion.

Mucho del documento est4 dividido por niveles académicos en los Estados Unidos. Muchos
sistemas en América Latina dividen la educacién preuniversitaria de maneras diferentes con
términos distintos. En general, hemos traducido elementary (grados 1 al 5) como “primaria”,
middle grades como “hasta segundo afio de secundaria” y high school como “media superior”.

En la mayoria de los casos hemos cambiado medidas del sistema en uso en los Estados Unidos
amedidas del sistema métrico.

Entre las otras decisiones dificiles que hemos tomado tratando de tener en cuenta diferencias
entre paises incluyen:

messy - “poco claro” gasoline - “combustible”

approach - “enfoque” bean bag- “bolsa de granos”
PP q

teacher - “docente” estate - patrimonio

scaffolding - “apoyo gradual”

Angel Ruiz

Presidente del Comité Interamericano de Educacion Matematica
San José, CostaRica

20 denoviembre 2020



INTRODUCCION

COMO USAR ESTE
DOCUMENTO

PREFACIO

En 2015, los lideres del SIAM y el COMAP se unieron para producir un reporte que titulamos
GAIMME - Guidelines for Assessment and Instruction in Mathematical Modeling Education

(Lineamientos para la Evaluacion e Instruccion en la Educacion en Modelacion Matematica).
El nombre hace homenaje al excepcional trabajo de la Asociacion Americana de Estadistica
(American Statistical Association) con el impresionante reporte GAISEL Al igual que dicho
reporte, nuestra audiencia primaria es usted, el docente. Aunque esperamos que los creadores
de sistemas de evaluacion y legisladores lean este documento y lo usen durante la toma de
decisiones, este reporte ha sido escrito para el docente de aula. Esperamos y tenemos la
intencion de que estos lineamientos sean de ayuda en la incorporacion de la practica de

modelacién matematica en sus aulas.

Una razon primordial para la creacion de GAIMME fue el hecho de que, a pesar de la utilidad y
el valor que existe en demostrar como las matematicas pueden ayudar a analizar y guiar la
toma de decisiones ante problemas del mundo real, que no tienen la claridad de los problemas
matematicos tradicionales, mucha gente tiene experiencia limitada con la modelacion
matematica. Quisimos dibujar una imagen mas clara de la modelacion matematica como
proceso, qué es y qué no es, y sefialar cdmo la ensefianza de la misma puede madurar a medida
que los estudiantes se mueven a través de las franjas de grados educativos,

independientemente del conocimiento matematico que pueda ser aplicado.

Aunque ciertamente esperamos que usted tenga el tiempo y el interés en leer este documento

de principio a fin, éste ha sido también escrito para permitir de igual forma una lectura mas
enfocada. La seccion inicial “6Qué es la modelacién matematica?” estd destinada a todos los
lectores y contiene los argumentos principales sobre la inclusién de la modelacion
matematica en todos los niveles. Es una introduccion necesaria para cada una de las secciones
subsecuentes. Después de este capitulo, hay tres secciones enfocadas en los siguientes niveles
de grados académicos: preescolar, primaria y secundaria; media superior; y nivel
universitario. Naturalmente, como docente, después de “4Qué es la modelacién matematica?”
usted deseard continuar a la seccion correspondiente al nivel de grados académicos relevante.
Sin embargo, le incentivamos a que observe tanto las secciones precedentes como las
subsecuentes para tener una idea mas clara de cémo el proceso de modelacidn puede
progresar de un nivel académico a otro.



Sibien cada una de las secciones enfocadas en los niveles académicos tiene naturalmente una
intencion un tanto diferente a las demas, ellas tienen en comuin elementos importantes. Cada
una empieza defendiendo el argumento de la ensefianza de la modelacién matematica a ese
nivel. Cuando sea relevante, discutiremos de qué forma la ensefianza del proceso de
modelacién matematica en un nivel particular difiere del tratamiento dado en un nivel

anterior. Esto es independiente de los temas matematicos aplicados ala creaciéon de modelos.

Cada seccion contiene tareas ilustrativas. Estas tareas han sido escogidas por una o mas de las
siguientes razones:

- Soninteresantes o importantes para la experiencia del alumno.

- Ejemplifican componentes especificos en el ciclo de modelacion.

- Surealizacion es factible para alumnos reales en aulas reales y en tiempo real.

Dado que la modelacion de problemas puede ser sumamente intensa y muchas veces requiere
lareexaminacion de nuestras suposiciones, puede implicar el uso de tiempo (y paginas) para
explorar. Por esta razon, hemos incluido varias de las tareas y explicaciones mas extensas en
los Apéndices By C.

En cada seccion de nivel de grados académicos, dedicamos tiempo para discutir la ensefianza
de las matematicas a través del proceso de modelacidn y la ensefianza, en si misma, de dicho
proceso. Adicionalmente, discutimos las caracteristicas de las evaluaciones adecuadas al
tema. Debido a esta estructura puede que usted encuentre ideas duplicadas; esto es
intencional. Mientras que existen ciertas diferencias en la forma en que cada uno explica
modelacién matematica de grado a grado, existe un numero de caracteristicas importantes
que son comunes y que merecen ser resaltadas.

Después de las secciones correspondientes a los niveles de grados académicos, volvemos a la
pregunta “4Qué es la Modelacion Matematica?” a través de una serie de citas y comentarios
realizados por el equipo de autores. Esta seccion, destinada a todos los lectores, esta incluida
para enfatizar el arte y el sabor de la modelacion desde la perspectiva de los profesionales y los
docentes en matematicas.

El reporte incluye un Apéndice A de Recursos, disefiado para ejemplificar algunas
evaluaciones de modelacion y materiales de curriculos de uso comun. Una discusion sobre
qué hace una buena evaluacion de modelacion estd también incluida en la seccion de
Recursos, en conjunto con una discusion de como adaptar evaluaciones para alcanzar
diferentes metas de modelacion. Concluimos con el Apéndice D, el cual contiene ejemplos
utiles de ribricas y herramientas de evaluacion que pueden ser usadas en la ensefianza de la

modelacién matematica o en la ensefianza de las matematicas a través de la modelacion.
Enlistamos algunas cosas que el reporte GAIMME no es:

- No esta pensado como un curriculo.

- No contiene una coleccién completa de problemas de modelacion.

- No esta designado como una coleccion de planes de clase para uso inmediato en el aula ni
como una coleccion completa de evaluaciones para el aula.

Mas bien, el propo6sito de estos lineamientos es dar una idea de qué es y qué no es la
modelacion matematica, asi como consejos practicos sobre como ensefiar modelacion a través
de los niveles de grados académicos. Hemos tratado de demostrar la importancia de la
modelacion matematica y como y por qué debe ser una parte esencial de la experiencia

matematica de cada alumno a lo largo de su educacion.

®



. ¢QUE ES LA
MODELACION
MATEMATICA?

INTRODUCCION En el transcurso de la educacién matematica del estudiante, la palabra “modelo” es usada de
varias formas. Muchas de éstas, ya sean manipulativos, demostraciones, ejemplos a seguir o
modelos conceptuales de las matematicas, son herramientas valiosas para la ensefianza y el
aprendizaje. Sin embargo, son diferentes de la practica de la modelacién matematica. La
modelacién matematica, tanto en el trabajo como en la escuela, usa matematicas para
responder preguntas grandes, poco claras y basadas en la realidad. Al dialogar a través de este
reporte con nuestros colegas, tales como docentes, supervisores y formadores de docentes,
compartimos nuestra experiencia en el salon de clases de forma que, con el asesoramiento
apropiado por parte de los docentes, los estudiantes puedan involucrarse en actividades
genuinas de modelacion y usar las matematicas para responder preguntas que encuentren
significativas y que mejoren su porvenir.

Los autores de este reporte creen firmemente que la modelacién matematica debe ser
ensefiada en cada etapa de la educacién matematica de los estudiantes. Al fin y al cabo, épor
qué la sociedad nos proporcionaria tanto tiempo para ensefiar matematicas? En parte es
porque las matematicas son significativas por mérito propio, pero mas que nada porque las
matematicas son importantes para interactuar con el resto del mundo. Ciertamente, las
matematicas ayudaran a los estudiantes mientras avanzan alo largo del sistema escolar y
dentro del mundo laboral. Pero puede y debe ayudarles en sus vidas diarias y como
ciudadanos informados. Es crucial que, a medida que progresen a través de los grados
educativos, las experiencias de los estudiantes con la modelacién matematica los expongan a
una amplia variedad de problemas. Como ejemplos, podemos enlistar las siguientes
preguntas:

6Como determinamos la precipitacion promedio de un estado?

éCu es el mejor lugar para ubicar una estacion de bomberos?

&Qué es un sistema electoral justo?

6Como se pueden colgar fotos alo largo de una escalera para que se vean derechas?
Como se mostrara en secciones subsecuentes de este reporte, los estudiantes pueden
aprender a valorar laimportancia de la modelacién en sus vidas en todos los niveles
académicos.

®



PERO, (,QUE ES
LA MODELACION
MATEMATICA?

DE ESCENARIOS
MATEMATICOS, A
APLICACIONES, A
LA MODELACION

DE PROBLEMAS

En las secciones que se encuentran a continuacion brindaremos varios ejemplos de qué es y
qué no es lamodelacion. Daremos una definicion de trabajo mas detallada de 1a modelacién

matematica. Pero por ahora, para resumirlo en breve:

La modelacién matematica es el proceso que usa las matematicas para representar,
analizar, hacer predicciones, o bien, brindar una percepcién de fenémenos
pertenecientes al mundo real.

La mayoria de las definiciones cortas que encontramos enfatizan este aspecto tan importante

de larelacion entre la modelacion y el mundo que nos rodea.

- Usarellenguaje de las matematicas para cuantificar fendmenos del mundo real y
analizar comportamientos.

- Usar las matematicas para explorar y desarrollar nuestro entendimiento de los
problemas del mundo real.

- Usar un proceso iterativo para la resolucion de problemas, en el cual las matematicas son

utilizadas para investigar y desarrollar un entendimiento mas profundo.

Consideremos como podemos trasladar estos conceptos al salon de clases.

La modelacion matematica puede ser utilizada para incentivar requerimientos curriculares y
puede resaltar la importancia y relevancia de las matematicas en la resolucion de preguntas
significativas. También puede ayudar a los estudiantes a ganar habilidades transferibles,
como es el caso de aquellos habitos de la mente que se encuentran de forma generalizada a lo
largo de la asignatura. Daremos una definicién mas precisa de modelacion matematica en la
siguiente seccion. Por ahora, nos enfocaremos, a través de ejemplos, a demostrar como los
elementos de la modelacion matematica pueden ser incorporados dentro de los planes de
estudio existentes a través de la introduccion de pequefios cambios a aplicaciones ya

conocidas o a problemas narrativos.

DE NIVEL PREESCOLAR A SEGUNDO ANO DE SECUNDARIA

En este ejemplo, los alumnos estan aprendiendo la habilidad de la suma o adicion. Un
problema de adicion carente de aplicacion puede requerir a los alumnos que “calculen la suma
de 6 + 3”. Un problema verbal puede agregar etiquetas y preguntar a los alumnos cuantos
pretzels Memo y Susana tienen en conjunto si Memo tiene seis pretzels y Susana tiene tres.

Mientras que el problema narrativo asocia objetos a la adicidn, no es un problema de
modelacion matematica por dos razones. Primero, no tiene un valor intrinseco o significado
paralos alumnos. Aparte de resolver este problema para la tarea, épor qué a los alumnos les
importaria cuantos pretzels tienen Memo y Susana? El problema narrativo esta cerrado de
principio a fin. A pesar de que los alumnos puedan usar unos cuantos enfoques diferentes para
llegar a la respuesta, como realizar un dibujo y contar o escribir y evaluar una expresion
aritmética, toda la informacidn necesaria esta claramente dada y solo hay una solucién
correcta.

Exploremos la manera en que usted podria transformar este problema narrativo en un

problema de modelacién matematica y al mismo tiempo involucrar a los alumnos en la suma
de numeros enteros. Para involucrar mas a los alumnos con el contexto, podria pedirles que

®©



imaginen que estan ayudando a empacar un almuerzo para un picnic familiar, y que tienen
que determinar cuantos pretzels necesitan empacar. Los alumnos necesitan considerar varias
cosas y pueden plantearse a si mismos muchas preguntas. {Cudntas personas hay en la familia
y cuantas atenderan al picnic? {Cuantos pretzels es probable que coma cada persona? ¢Habra
alguien que tenga restricciones alimentarias que deban ser consideradas? {Cuanta comida,

ademas de los pretzels, estara disponible en el picnic?

Los alumnos tendran que hacer suposiciones acerca del contexto. Su conocimiento acerca de

su familia importa y cambia la respuesta a la pregunta. Sin embargo, después que hayan
contestado estas preguntas y hecho
suposiciones, todavia tienen que sumar los
nameros enteros. El pequefio cambio
introducido al hacer que los alumnos piensen
en el contexto para determinar qué nimeros
sumar, e incluso cuantos niumeros sumar,
transforma una pregunta cerrada en abierta.
La pregunta revisada invita a los estudiantes a
convertirse en parte del contexto, ala vez que
se encamina a perseguir el mismo contenido
matematico curricular que los alumnos

necesitan aprender.

DE TERCER ANO DE SECUNDARIA A ULTIMO ANO DE MEDIA SUPERIOR
En este ejemplo, los estudiantes estan aprendiendo como escribir ecuaciones y graficas a
través de la pendiente y la interseccidn con la vertical (eje y). Un problema carente de
aplicacidn puede requerir a los estudiantes que grafiquen lalinea con pendiente 2 e
interseccidn con la vertical en el valor 100 y después escribir la ecuacion de la linea.

Un primer paso haciala modelacion podria ser la contextualizacion de este problema:

Emily trabaja en una tienda donde le pagan 100 ddlares americanos (USD) ala
semana, mds 2 délares por cada articulo que vende. Anota y grafica una
ecuacion linear que represente la relacion entre el ingreso semanal de Emily y
el namero de articulos que vende durante una semana.

Un estudiante que lea esta pregunta se puede preguntar, “4por qué querria hacer esta
grafica?”. En esta circunstancia, el intento de contextualizar las matematicas puede, de hecho,
hacer parecer el trabajo matematico completamente irrelevante.

Podemos transformar este problema en uno mads abierto y significativo al cambiarlo
levemente como sigue:

Las vacaciones se aproximan y a tu mejor amiga Karen le gustaria ganar algo de
dinero para comprar regalos. Ella encontré un trabajo que le pagara 2 USD/h
mas que el salario minimo. Otro trabajo ofrece pagarle la mitad del salario
minimo mds comisiones en la cantidad de 2 d6lares americanos por articulo
que ella venda. {Cudl trabajo es el mejor? Para ayudar a que Karen entienda tu
analisis, incluye una representacion util que le ayude a tomar una decision.



Los estudiantes tendran que trabajar un poco mas para contestar esta pregunta. Tal vez
necesiten indagar cual es el salario minimo. Tendran que pensar cudl es el punto de equilibrio
financiero!, el nimero de articulos que su amiga tendra que vender cada hora para ganar el
salario minimo. Después, tendran que pensar si es posible que Karen pueda vender esa
cantidad de articulos, lo cual, probablemente, dependa del articulo y de su personalidad.
Investigar sobre el contexto y las suposiciones sobre el mismo son componentes de la
modelacion matematica.

Sin embargo, no es suficiente que los estudiantes respondan
esta pregunta. Un estudiante que es reacio al riesgo puede
aconsejar a Karen que tome el primer trabajo porque la paga es
decente y esta garantizada. Por otro lado, un estudiante
proclive al riesgo puede aconsejarle que tome el segundo
trabajo por la posibilidad de generar mucho mas dinero.
Determinar el punto de equilibrio es solo un aspecto de esta pregunta. Los estudiantes
tendran que pensar en la toma de decisiones de cara a la adversidad. Sus opiniones importan e
influencian la respuesta a la pregunta. Atn tienen que hacer la misma matematica para
responder la pregunta, pero estan forzados a reconciliar su respuesta con la realidad,
haciendo las matematicas mas relevantes e interesantes. Hacer juicios acerca de qué es

importante y evaluar la calidad de la solucién son componentes de la modelaciéon matematica.

A NIVEL UNIVERSITARIO

Al principio de un curso de cdlculo de primer semestre, los estudiantes frecuentemente
aprenden a aproximar la derivada al calcular el cociente diferencial [f(x + h) - f(x)]/h, usando
valores decrecientes de h. Por ejemplo, un problema de un libro de texto puede asumir que los
estudiantes saben el cociente diferencial y puede estar escrito de esta forma:

Aproxima la derivada de la funcidon f(x) = x3e* en el punto x = 2 a través del
calculo del cociente diferencial cuando h=0.1,h=0.01yh = 0.001.

Podemos transformar este tipo de problema en un problema aplicado al afiadir contexto.
Podemos incluso presentar informacion basada en datos reales:

El gradiente adiabatico puede ayudar a identificar las masas de aire inestables
y es particularmente importante para el vuelo de aeronaves no tripuladas. El
gradiente adiabatico, v, es definido como el indice bajo el cual la temperatura
disminuye mientras la altitud aumenta, o y = - dT/da, donde T es la
temperaturay aes la altitud. La temperatura de la atmdsfera sobre Little Rock,
Arkansas, en un dia tipico de octubre ha sido medida y esta dada
aproximadamente por la siguiente funcion:

T(2)=24.3 - 5.81a+ 0.2952% - 0.057a + 0.0024 4° + 0.006cos(a), donde Testa
dada en grados centigrados y aesta dada en kilometros.

1 puntode equilibrio financiero: cuando los ingresos alcanzan el punto en que se cubren todos los costos
fijos y variables. En otras palabras, es el momento en que no hay ganancias ni pérdidas en el esquema de
un negocio.



Aproxima el gradiente adiabatico a una altura de 11 km a través del calculo del
cociente diferencial cuando £=0.1, = 0.01,y 2= 0.001.

A pesar de que el problema aplicado ofrece contexto, este no brinda la oportunidad para que
los estudiantes incluyan su analisis dentro del contexto, para dar una respuesta mas amplia.
Este sigue siendo un problema cerrado. Una pregunta de modelacion matematica debe forzar
alos estudiantes a tomar responsabilidad sobre algunas decisiones alo largo del camino. A
continuacidn, se muestra una forma con la cual el problema anteriormente narrado puede ser
modificado para convertirlo en un problema de modelacion, y al mismo tiempo hacer que los
estudiantes se involucren con laidea de usar cocientes diferenciales para aproximar una

derivada.

El gradiente adiabatico puede ayudar a identificar las masas de aire inestables
y es particularmente importante para el vuelo de aeronaves no tripuladas. El
gradiente adiabatico, v, es definido como el indice bajo el cual la temperatura
disminuye mientras la altitud aumenta, o y =-dT/dadonde T es la
temperaturay aes la altitud. La temperatura de la atmdsfera sobre Little Rock,
Arkansas, en un dia tipico de octubre ha sido medida y esta dada
aproximadamente por la siguiente funcidn:

T(a)=24.3 - 5.8la+0.29542 - 0.057a% + 0.0024 25 + 0.006co0s(a), donde Testa
dada en grados centigrados y aestd dada en kilometros.

Se te ha pedido que evalties la seguridad de una mision potencial de vigilancia
usando un dron sobre la ciudad de Little Rock. Se pretende que el dron vuele a
una altura aproximada de 11 km por encima de la ciudad, aunque la mision
podria ser cumplida con cualquier altitud entre 9 km y 15 km. Definitivamente,
tu dron puede volar sin riesgo si el gradiente adiabatico es menor que 6°C/km;
si el gradiente adiabatico sobrepasa 8°C/km, tu dron tendria que aterrizar por
razones de seguridad. Usando tus conocimientos sobre cocientes diferenciales,
evalta la seguridad de la misién y ofrece un juego completo de
recomendaciones a tu supervisor junto con cualquier suposiciéon que hayas
hecho para completar tu analisis.

A diferencia del problema aplicado, esta version modelada no les indica a los estudiantes que
valores usar para A. Ellos deben escoger un valor razonable por si mismos. Tal vez, al explorar
valores, internalicen la idea de que la aproximacion mejora con valores decrecientes de 4,
preparandolos parala definicion de limite de la derivada.

Estaversion modelada del problema también hace que los estudiantes interpreten sus
resultados matematicos en el contexto de la seguridad de la mision con un dron, mientras que
obtienen conclusiones y hacen recomendaciones basadas en estos resultados. En caso de que
obtengan una conclusiéon matematica que caiga entre las zonas seguray de peligro, tendran
que tomar decisiones acerca de cémo proceder, como la exploracion de otras altitudes
posibles para la mision. Independientemente de lo que los estudiantes decidan, necesitan
justificar estas decisiones, lo que requiere que realmente se apropien del procedimiento
matematico que los encamina al resultado final.
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FIGURA 1.1: UNA FORMA DE TRANSFORMAR UN PROBLEMA MATEMATICO EN UN PROBLEMA DE MODE

Como se demuestra en los ejemplos anteriores, especificos para los tres niveles de grados
académicos, un problema matematico puede ser transformado en un problema de
modelacién. Es importante observar que afiadir etiquetas como “pretzels” no es suficiente.
Algo obvio, pero igualmente importante es que tal vez anadir contexto y significado, como es
laintroduccidn de trabajos y salarios o gradiente adiabatico y drones, tampoco es suficiente.
Un problema de modelacion debe también dar lugar a que los estudiantes interpreten el
problema y tengan opciones en el proceso de solucidn. Estas ideas sobre como transformar
preguntas son ilustrados en la Figura 1.1.

EL PROCESO DE Para el propdsito de este reporte, diremos que la modelacion matematica es un proceso
MODELACION construido con los siguientes componentes:

IDENTIFICAR EL PROBLEMA
Identificamos algo en el mundo real que queramos saber, hacer o entender. El resultado es

una pregunta situada en el mundo real.

HACER SUPOSICIONES E IDENTIFICAR VARIABLES

Seleccionamos ‘objetos’ que parezcan importantes para las cuestiones planteadas en el
mundo real e identificamos relaciones entre ellos. Decidimos qué caracteristicas de los
objetos y sus interrelaciones conservaremos y cudles ignoraremos. El resultado es una version
idealizada de la pregunta original.

HACER LOS CALCULOS
Traducimos la version idealizada en términos matematicos y obtenemos una formulacion
matematica de la pregunta. Esta formulacion es el modelo. Realizamos operaciones

matematicas para observar qué conocimientos y qué resultados obtenemos.

ANALIZAR Y EVALUAR LA SOLUCION

Consideramos lo siguiente: ¢Esto aborda el problema? ¢Tiene sentido cuando se lleva de
regreso al mundo real? éSon estos resultados practicos, la respuesta razonable y las
consecuencias aceptables?

ITERAR

Repetimos el proceso cuantas veces sea necesario pararefinarlo y extender nuestro modelo.

IMPLEMENTAR EL MODELO
Reportamos nuestros resultados a otros e implementamos la solucidn para generar

aplicaciones que tengan lugar en el mundo real.
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La modelacion matematica es vista frecuentemente como un ciclo, dado que continuamente
necesitamos regresar al inicio para hacer nuevas suposiciones y acercarnos a un resultado
util. No obstante, usaremos la representacion a continuacion, dado que refleja el hecho de
que, en la practica, un modelador se mueve frecuentemente de una etapa a otrade la

modelacién matematica:

HACER REALIZAR LAS
IDENTIFICAR SUPOSICIONES MATEMATICAS:
Y Y DEFINIR ENCONTRAR UNA
ESPECIFICAR > VARIABLES SOLUCION
EL ESENCIALES
PROBLEMA A
RESOLVER
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FIGURA 1.2: EL PROCESO DE MODELACION MATEMATICA

EL PROCESO DE
MODELACION
MATEMATICA EN
ACCION

Note que, como se muestra en la figura, el proceso de modelacion contiene componentes
ciclicos y que no todas las flechas son unidireccionales. Como tal, hemos intencionalmente
omitido el término ‘pasos’ y no hemos numerado los componentes del proceso de modelacion.
No queremos implicar que existe un nimero ordenado de pasos a seguir que garantice
encontrar una solucion para un problema de modelacion. Por el contrario, algunos
componentes ocurren de forma paralela y otros son repetidos segiin sea necesario.
Observaremos algunos de estos matices en los ejemplos a continuacion y otros que se

encuentran destacados en los ejemplos de los Apéndices.

Esta sera nuestra definicion de trabajo a través de este reporte. Sin embargo, mantendremos
en mente que existe un componente artistico en la modelacion, discutido mas a detalle en el
Capitulo 5,y en la ensefianza de la misma, algo que realmente esperamos plasmar mientras

exploramos la implementacion a través de los niveles de grados educativos.

Tal vez la mejor forma de discutir los componentes del proceso de modelacion es a través de
ejemplos. Aunque nos enfoquemos solamente en piezas del proceso de modelacion en
momentos particulares en nuestra aula, es importante tener conciencia de como estos
componentes encajan dentro del proceso total de modelacion. El entendimiento de cémo
funciona el proceso como un todo puede informar el modo bajo el cual brindamos apoyo a los
estudiantes para involucrarse en algun pequefio subconjunto del proceso. A lalarga,
esperamos que los estudiantes sean capaces de usar este proceso de modelacion para abordar
preguntas grandes, realistas y complicadas cuyas respuestas realmente importen. Ayudar a
los estudiantes a construir confianza en su habilidad de completar componentes individuales
del proceso de modelacidn significa que, algin dia, podrian estar menos intimidados a
involucrarse en el proceso como un todo.

O



PROBLEMAS DEL
MUNDO REAL

CONSTRUYENDO
EL MODELO:
DEFINIR EL
PROBLEMA,
REALIZAR
SUPOSICIONES Y
DEFINIR
VARIABLES

Es fundamental notar que /os problemas de ejemplo NO deben de ser usados como una
plantillapara todos los problemas de modelacion. Los problemas del mundo real no se
presentan todos de la misma forma, asi que lo mejor que podemos hacer (ipor nosotros
mismos y por los estudiantes!) es enfocarnos en el proceso y no en el contenido concreto
presentado aqui. En las siguientes secciones especificas para los niveles de grados
académicos, podra encontrar mas ejemplos de preguntas apropiadas para cada nivel, asi como

discusiones acerca de su papel como docente a través de este proceso.

Considere el siguiente ejemplo que incluye un cuestionamiento que mucha gente se formula a

si misma diariamente.

El precio del combustible cambia casi a diario y no todas las estaciones de
combustible ofrecen el mismo precio por litro. La estacion que vende el
combustible mas barato puede encontrarse atravesando la ciudad, en otro
punto de la ciudad de donde usted se encuentre manejando. Valdria la pena
atravesar la ciudad manejando para comprar combustible mas barato? Genere
un modelo matematico que pueda ser usado para ayudar a entender bajo que

condiciones vale la pena conducir hasta alla.

Tal vez su reaccion inicial a esta pregunta sea que no se le ha dado suficiente informacion para
contestar la pregunta. iEse es precisamente el punto! La mayoria de los problemas verbales
que los estudiantes encuentran les dan toda la informacidn que necesitan para contestar la
pregunta, pero ese no es el tipo de problemas que los estudiantes podrian encontrar cuando
entren al mundo laboral. No es irreal imaginar al futuro jefe de un estudiante preguntando
por una solucidn para alcanzar una meta de la forma mas segura, oportuna y rentable, y que
ademas para este problema, el empleado tenga que identificar la informacién que necesite
para tratar de localizarla en el proceso de contestar dicha pregunta. De forma similar, la
ambigiiedad intencional de la pregunta de modelacion planteada prepara a los estudiantes

para pensar sobre la informacién que necesitan para poder responder la pregunta.

Trazaremos ahora el razonamiento de un equipo hipotético de estudiantes, llamado Equipo A,
mientras trabajan la resolucion de este problema de combustible. Dado que el proposito de
este ejemplo es resaltar el proceso de modelacion, presentamos un trabajo particularmente
bueno, por lo que el desempefio que veremos por parte del Equipo A es representativo de un
grupo fuerte de estudiantes de media superior con experiencia en modelacion. Ellos
demostraran tanto persistencia como autocorrecion, y produciran una solucion premeditada,
aunque imperfecta. Notese que no juzgaremos la calidad de sus suposiciones y sus decisiones.
En lugar de eso, los miembros del Equipo A realizaran su propia evaluacion en el componente

de analisis y evaluacion del modelo, pertenciente al proceso de modelacion.

El Equipo A necesita transformar la pregunta, “4valdria la pena atravesar la ciudad
manejando para comprar combustible mds barato?” en una pregunta manejable y bien
definida que pueda contestar. Algunas suposiciones llegaran a los estudiantes ficilmente, y la
definicién de variables seguira de forma natural. El equipo no se dispone a trabajar con una
imagen del proceso de modelacién para avanzar de forma consciente, a lo largo de cada uno de
sus componentes. En lugar de eso, hacen algo de investigacion e intercambian ideas, por lo
que el proceso de construccion del modelo se da orgdnicamente. Ellos toman notas a lo largo
de estas conversaciones preliminares, y con ellas capturan los componentes resultantes del
modelo que han desarrollado.

®



En un esfuerzo por comprender el problema, el Equipo A empieza inmediatamente a buscar
informacidn. Escogen la ruta que uno de ellos toma para llegar a casa y que pasa por una
estacion de combustible, ala que llamaremos Estacion 1. Una bisqueda rapida en internet
arroja precios de combustible en estaciones cercanas y ellos anotan el precio del combustible,
USD 0.95/litro, en la Estacion 1. Después buscan otras estaciones de combustible y escogen
una, a la que llamaremos Estacion 2, 1a cual tiene el precio mas barato de combustible, a USD
0.90/litro.

Posteriormente, deciden que para hacer una comparacion justa, necesitan comprar
cantidades iguales de combustible. Escogen arbitrariamente que necesitaran comprar 50

litros de combustible. Después escriben lo siguiente:

Costo del combustible en Estacidon 1= (USD 0.95/litro) 50 litros = USD 47.50
Costo del combustible en Estacion 2 = (USD 0.90/litro) ¢ 50 litros = USD 45.00
Ahorro comprando en la Estacion 2 = USD 47.50 - USD 45.00 = USD 2.50

Por lo tanto, comprar combustible en la estacion que cobra menos es USD 2.50 mas barato.

Entonces, un estudiante se da cuenta de que esto no contesta realmente la pregunta, y que

necesitan considerar el costo afiadido del traslado ala Estacion 2.

Otro estudiante hace inmediatamente otra biisqueda de internet y determina que la distancia
entre las estaciones de combustible es de 10 kildmetros. Necesitan resolver cuanto costara
pagar por el combustible que gastaran viajando 10 kildmetros ala Estacion 2 y 10 kilémetros
de regreso.

Un miembro del equipo reporta una conversacion con su padre acerca de un carro deportivo
que le gustaba. Su papa dijo que era un auto excelente, pero que no tenia buen kilometraje. Su
padre dijo que su carro rendia alrededor de 15 kilometros por litro, mientras que el carro
deportivo probablemente rendia 6 kilometros por litro. El equipo se da cuenta, al observar las
unidades en cuestion, que, si dividen los 20 kildmetros entre el consumo de combustible,
tendrian el niumero de litros de combustible necesarios para viajar los 20 kilometros.

Entonces, escriben:

20 kilémetros

(Costo de manejar 20 kilometros) = 15 Kilometros /litro

=1.33 litros

Tan pronto como lo anotan, se dan cuenta de que estan olvidando algo. Corrigen su trabajo
multiplicando su resultado anterior por el costo del combustible en la Estacion 2, donde bajo
suraciocinio estaran si viajan esos 20 kilometros extra, obteniendo a continuacion:

20 kilémetros USD 0.90

L]
15 kilometros /litro litro

(Costo de manejar 20 kilometros) =

=1.33 litros « 2222

litro

=USD1.20



Concluyen ahora que es claro que manejar los 202 kildmetros extra cuesta USD 1.20, pero
entonces no pueden ahorrar USD 2.50 cuando compran el combustible. Por ende, ahorran
USD 1.30 manejando al otro lado de la ciudad, a la Estacion 2.

Para este momento, el Equipo A piensa que ha contestado la pregunta. En efecto, han hecho el
trabajo sustancial. Han decidido qué factores importan y han encontrado formas para

relacionar las cosas que ellos conocen con lo que quieren saber.

Sin embargo, cuando regresan a leer la pregunta, se dan cuenta de que solamente la han
respondido para un caso muy especifico. Usaron valores particulares para el precio del
combustible en cada estacion, la distancia especifica entre dos estaciones particulares y el
consumo de combustible de un vehiculo especifico. No obstante, su trabajo anterior no es un
desperdicio. Necesitan solamente generalizar lo que ya han realizado. Ellos regresan a su

trabajo y ahora usan las variables para representar cantidades.
Al finalizar su discusion, el Equipo A ha anotado el siguiente resumen de su trabajo.

DEFINIR EL PROBLEMA

Determinar qué cuesta mas:

- Comprar en la Estacion 1, 1a cual esta en la ruta planificada, o

- Desviarse de la ruta hacia la Estacion 2, la cual vende combustible a un precio mas barato,
para comprar combustible ahi.

SUPOSICIONES

- Elcombustible cuesta menos en la estacion que esta fuera de nuestra ruta.

- Elconsumo de combustible del carro permanece constante.

- Siescogemos salir de laruta, consideraremos el costo afiadido del kilometraje entre la
estacion de combustible ala que hubiéramos ido y la estacion mas lejana y de regreso.

- Compraremos la misma cantidad de combustible, no importa que estacion escojamos.

DEFINIR VARIABLES

- Que mseael numero de kilometros entre la Estacion 1y la Estacion 2

- P1, el precio del combustible en la Estacion 1, en ddlares por litro

- P2, el precio del combustible en la Estacion 2, en ddlares por litro

- £, el consumo de combustible del carro, en kilémetros por litro

- n, el nimero de litros de combustible a ser comprados

- T,el costo de viajar ay desde la Estacion 2, en ddlares

- S,ladiferencia en dinero pagado por comprar el combustible en la Estacion 2 versus la
Estacion 1, tomando en cuenta solo la compra de combustible sin incluir el costo del
viaje, en dolares.

MODELO RESULTANTE DEL EQUIPO A

- S=({P1-P2)en

- T={P2+2m)/f

- SiS>T,entonces es mejor atravesar la ciudad manejando para comprar combustible en
la Estacion 2.

- SiS<=T,entonces no deberiamos atravesar la ciudad manejando para comprar
combustible.
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De cierta forma, el Equipo A ya habia encontrado una solucién usando valores especificos. Sin
embargo, esto ciertamente los hizo abordar preguntas mas grandes y profundas. Por ejemplo,
si todo permaneciera igual, équé tan lejos tendria que estar la Estacion 2 para que el costo
fuera el mismo? En otras palabras, éen qué condiciones es S = T? O bien, épara qué valores (P1
-P2) e n= (P2« 2m) / f? Si usamos valores conocidos para todas las variables exceptuando la
distancia m, podemos contestar la pregunta. El Equipo A podria anotar lo siguiente:

(P1-P2) en=(P2+2m) /f,
(USD 0.95 - USD 0.90) » 50 litros = (USD 0.90 * 2m) / (15 kilémetros/litro),
m = 20.83 kilometros

Lo que significa que, para los supuestos precios del combustible, consumo de combustible y
namero de litros a comprar, si la Estacion 2 esta a menos de 20.83 kilometros fuera de la ruta,
vale la pena el viaje, pero si estda a mas de 20.83 kilometros fuera de la ruta, es mejor solo pagar

el precio mas alto en la estacion mas cercana.

Otro estudiante se pregunta si tendria mas sentido pensar sobre qué tan grande deberia ser la
diferencia de precios para que el viaje a la Estacion 2 valiera la pena. Basicamente, esto
significa usar valores conocidos para todas las variables excepto P2 en la misma ecuacion, (P1
-P2) en=(P2+2m) /f,ydespués despejar P2.

Otro estudiante propone que pueden buscar el precio del combustible y la distancia entre
estaciones de combustible. Tal vez tiene mas sentido ver cuantos litros de combustible se
tendrian que comprar para que valga la pena manejar a través de la ciudad por combustible.

Esto es solo otra reestructuracion de la misma ecuacion.

Después de esta fértil discusion, el Equipo A puede ver finalmente el poder del enfoque de
modelacion. Su modelo permite no solo responder la pregunta acerca de “si vale la pena” para
la situacion actual, sino que también les permite atacar preguntas mas amplias sobre el
“punto decisivo” que causaria que una persona salga de su ruta planeada para comprar
combustible.

El Equipo A reflexiona ahora sobre si su modelo es el apropiado para contestar la pregunta

original. Esta es una lista de algunas de las preguntas que ellos pueden hacerse:
¢El signo de nuestra respuesta es correcto? Por ejemplo, élos estudiantes querrian
ahorrar una cantidad positiva de dinero?

- ¢Esta mal nuestra respuesta por orden de magnitud? Por ejemplo, los estudiantes
estarian preocupados si encontraran que tienen que comprar un millén de litros de
combustible para hacer que el viaje valga la pena.

- ¢Se comporta nuestro modelo de forma apropiada cuando se incrementan o disminuyen
las variables iniciales? Por ejemplo, si mantenemos todo lo demas constante, pero
disminuimos el valor de m, el niimero de kildmetros entre estaciones, sobservamos una
disminucion en T, el costo de viajar los kildmetros afiadidos?

- ¢Sonrazonables y justificables nuestras suposiciones?

- ¢Sonrelevantes nuestras suposiciones?

- ¢éNuestro modelo se deduce de nuestras suposiciones? ¢Nuestro modelo se explica

completamente por nuestras suposiciones o necesitamos afiadir mas?
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FIGURA 1.3: POR QUE LA SUPOSICION INICIAL DEL EQUIPO A SOBRE LA DISTANCIA ANADIDA DEBE DE SER REVIS.

- ¢&Qué ocurre si nuestras suposiciones no son correctas? éQué impacto tiene en nuestra
respuesta?

- ¢Qué pasa si nuestro escenario cambia un poco? ¢Nuestros resultados cambian mucho o
poco?

Un miembro del equipo empieza a reflexionar sobre la suposicion que hicieron acerca de la
distancia afiadida para ir a la estacion de combustible mas lejana. Ella sabe donde se localizan
las estaciones de combustible y hace un dibujo, como se muestra en la Figural.3,
demostrando asi que la distancia afiadida es mucho menor que lo que actualmente estan
usando. Todos llegan ala conclusion de que la distancia entre las estaciones de combustible
no es lo que realmente deben medir. Su suposicion inicial tomaba en cuenta la distancia total,
9 kilometros, entre la Estacion A y 1a Estacion B. Para la instancia especifica que se muestra
en la Figura 1.3, necesitan solo tomar en cuenta los 6 kildmetros desde la ruta de la Escuela a
la Casa hasta la Estacion B.

Revisan sus suposiciones y el modelo para reflejar este cambio, reconsiderando los
componentes de construccion del modelo y creando otra repeticion de su modelo.

El Equipo A se siente confiado en su revision del modelo y se esta preparando para reportar
sus resultados. Su reporte usara simbolos y diagramas cuando sea necesario para explicar su
trabajo. Los simbolos y ecuaciones estaran intimamente conectados con el proceso que los
llevd a estos, y seran virtualmente insignificantes sin explicacion, por lo que saben que su
narrativa es también muy importante. El equipo usa esta oportunidad para defender las
suposiciones que los llevaron a su modelo, con el objetivo de infundir confiabilidad en el

mismo.

Un miembro del equipo discute el proyecto con su madre, cuya reaccion visceral es “no hay
forma de que conduzca 20 kilémetros fuera de mi ruta para ahorrar USD 1.30. Es una pérdida
de tiempo.” El valor del tiempo de una persona es algo que el equipo ni siquiera considerd
cuando llegaron a su solucion. De hecho, el modelo del Equipo A sugiere que manejar fuera de
laruta vale la pena incluso cuando el ahorro es solo 1 centavo.

El miembro del equipo se alarma y contacta a sus compafieros, preocupada de que hayan
fallado al contestar la pregunta y de que tienen que entregar el reporte al dia siguiente. Otro
compafiero le recuerda que todos los modelos tienen fortalezas y debilidades. Lo que es
importante es que hayan identificado estas fortalezas y debilidades en su reporte. Esas
debilidades pueden ser incluidas como futuros desarrollos de su trabajo.
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Toda esta discusion sobre si el equipo ha contestado realmente la pregunta de “si vale la pena”
inspira un pensamiento en otro estudiante, quien reconoce que no tomaron en cuenta
ninguna consideracion ambiental. {Deberian incluir informacion sobre la responsabilidad
con respecto al medio ambiente al manejar 20 kildmetros solo para ahorrar USD 1.30? De
nuevo, el equipo acuerda que el modelo podria ser revisado para contemplar los costos
ambientales como la compensacion de emisiones de carbono y que podrian ser incluidos en

trabajos futuros.

Hemos visto ya como el proceso de modelacion
funciona a través de un ejemplo de como un equipo
enfrentd un problema. Tenga en cuenta que no se puede
usar este ejemplo como plantilla porque cada pregunta
inspira unalinea de pensamiento diferente y cada
estudiante o grupo de estudiantes traera diferentes
ideas, habilidades naturales e informacion acerca del
problema al proceso de modelacion. En cuanto a los problemas de modelacion, este problema
estaba todavia bastante estructurado. Por ejemplo, el enunciado del problema indicaba que
los precios del combustible y la distancia a las estaciones de combustible importan. El Equipo
A fue capaz de desarrollar una solucién razonable mientras consideraba varios factores

importantes. En el Apéndice C, revisamos el mismo problema para ver otros enfoques.

Note que, con las preguntas abiertas, los estudiantes pueden llegar a modelos completamente
diferentes, los cuales son todos validos, aunque resulten en diferentes respuestas. Como tales,
las suposiciones y el razonamiento que llevan a un modelo son tan importantes como los

resultados mismos.

Los siguientes capitulos describiran las mejores practicas para docentes que apoyan la
modelacion matematica. En todos los niveles de grados académicos, el docente tiene
multiples papeles, incluyendo:

- Seleccionar y/o desarrollar problemas de modelacion,

- Anticipar como los estudiantes trataran de contestar la pregunta,

- Desarrollar un enfoque de facilitacién como corresponda,

- Organizary dar orden de partida a los estudiantes, y

- Proporcionar aliento y guia a los estudiantes.

Cerramos este capitulo introductorio ofreciendo un juego de principios docentes para la

travesia de implementar modelacion matematica en el salon de clases.

LA MODELACION (COMO LA VIDA MISMA) ES ABIERTA Y COMPLICADA
Podria parecer buena idea ayudar a los estudiantes desglosando el problema para que puedan
ver inmediatamente cuales son los factores importantes por considerar. Sin embargo, hacerlo
asi les impide que lo hagan por si mismos y les roba el sentimiento de involucramiento y logro
en su trabajo.

CUANDO LOS ESTUDIANTES ESTEN MODELANDO, DEBEN TOMAR

DECISIONES GENUINAS.

Los mejores problemas incluyen la toma de decisiones sobre cosas que importan alos
estudiantes y los hacen ver como el uso de las matematicas puede ayudarles a tomar buenas
decisiones.

@



EMPIEZA EN GRANDE, EMPIEZA CON POCO, SIMPLEMENTE EMPIEZA.
Después de leer este reporte, puede ser que usted se sienta listo para entrar y hacer grandes
cambios, y si es asi, igenial! Sin embargo, incluso cambios pequefios en las cosas que ya hace
en el salon de clases pueden motivar a los estudiantes a involucrarse en la modelacién

matematica.

LA EVALUACION DEBE ENFOCARSE EN EL PROCESO, NO EN EL

PRODUCTO.

Los modelos matematicos, y los resultados que producen, estan intimamente conectados con
las suposiciones hechas durante la creacidn de los mismos. La evaluacién debe estar al
servicio de ayudar a los estudiantes a mejorar sus habilidades de modelacion, que con el

tiempo se traduciran en un mejor producto.

LA MODELACION NO OCURRE EN AISLAMIENTO

Ya sea que los estudiantes trabajen en equipos, compartiendo ideas con toda la clase o
buscando en linea para investigar o recolectar datos, la modelacion no se trata de trabajar en
el vacio. Los problemas son desafiantes y ayuda saber que se tiene apoyo en labusqueda de

respuestas.
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2. MODELACION
MATEMATICA EN
PRIMARIA Y MEDIA:
PREESCOLAR HASTA
SEGUNDO ANO DE
SECUNDARIA

La modelacién matematica es un proceso, como se explica en el Capitulo 1. El objetivo de este

capitulo es exponer como este proceso se desarrolla con estudiantes de preescolar hasta
segundo afio de secundaria. Este es un vistazo de cémo la modelacién matematica puede
encajar adecuadamente en estos niveles académicos, acompaiiado de ideas para facilitar y
evaluar el trabajo de modelacién de los estudiantes. Concluimos con la concientizacién de
cémo los principios guia informan el trabajo con estudiantes en grados elementales.

Los cinco principios guia del Capitulo 1 coinciden tanto con las practicas docentes efectivas
como con las creencias productivas, como se describe en el documento De los principios a la
accion del Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM; National Council of
Teachers of Mathematics)'. La practica de la modelacién matemaética es consistente con el
estandar CCSS.Math. Practice. M[P4 Modela con Matemadticas, las demds practicas
matematicas de CCSSM (Common Core State Standards for Math; Estdndares Estatales
Comunes de Matemadticas), asi como con los estdndares para las artes de lenguaje?. Por
supuesto los estdndares individuales del contenido matematico pueden ser satisfechos, pero
esto dependerd ampliamente de la tarea en cuestién. De forma similar, las habilidades para el
siglo XXI de creatividad e innovacién, pensamiento critico y resolucién de problemas,
comunicacion y colaboracion del P21 (Partnership for 21st Century Learning; Asociacion para
las Habilidades del Siglo XXI) son accesibles a través de la modelacion.

Muchos de nosotros hemos oido a los estudiantes preguntar, “4cudndo vamos a usar esto?” en
referencia a su trabajo matematico. Dado que la modelacién matematica enfrenta problemas
grandes, poco claros y realistas, esto ayuda a los estudiantes a vincular a las matematicas con
lavida diaria y los empodera para utilizarla en la resolucion de problemas relevantes.
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Idealmente, podemos descubrir problemas que sean importantes para nuestros estudiantes,

como aquellos que tengan lugar en la comunidad o en la escuela.

Entender como los estudiantes desarrollan su habilidad para hacer modelaciéon matematica
es una tarea desafiante. Existen estudios utiles sobre modelaciéon matematica ya publicados,
pero esta area atin no ha sido explorada tan profunda y sistematicamente como otras, tales
como conteo, operaciones con numeros enteros, fracciones y razonamiento proporcional.
Actualmente, podemos combinar resultados de investigacion existente, expectativas
expresadas en estandares curriculares y experiencias en numerosos salones de clases para
sugerir formas generales con las cuales los estudiantes, en su papel de modeladores
matematicos, puedan progresar desde preescolar hasta segundo afio de secundaria mientras

practican componentes del proceso de modelacion.

El periodo desde preescolar hasta segundo afio de secundaria proporciona un escenario
natural para la modelacion matematica con muchas ventajas, como son el aprovechamiento y
la conservacion de la disposicion positiva e inquisitiva de los nifios y facilitar la ensefianza y la
evaluacion del aprendizaje matematico de otro contenido curricular, asi como de ideas

extracurriculares. Cada una de estas ventajas es abordada a continuacion.

LOS ESTUDIANTES ESTAN ACOSTUMBRADOS A SER CREATIVOS.

iLos nifios son maravillosos! Su curiosidad y actitud fresca hacia el mundo llama nuestra
atencion. Su disposicion a explorar su entorno, hacer preguntas y probar cosas nuevas,
incluyendo aquellas que tal vez no nos habriamos imaginado, brinda una oportunidad
perfecta para involucrarlos en la modelacién matematica. La naturaleza abierta de los
problemas de la modelaciéon matematica incita la creatividad de los estudiantes, asi como la
posibilidad de tomar decisiones’. Puede ser que algunos estudiantes no piensen en las
matematicas como una materia en la que puedan ser creativos. Sin embargo, esperamos que
al involucrarlos en esfuerzos mas creativos durante el tiempo destinado a las matematicas
podamos ampliar el grupo de estudiantes que contintian su entrenamiento matematico.

LA MOTIVACION Y DISPOSICION HACIA LAS MATEMATICAS ES MAYOR

EN PRIMARIA.

Modelar desde preescolar hasta el segundo afio de secundaria es una forma de desarrollar y
mantener la disposicidn positiva de los estudiantes hacia las matematicas. Los nifios
desarrollan frecuentemente la idea equivocada de que una solucion rapida es la mejor y de
que todo problema tiene solo una respuesta correcta’. Las actividades de modelacion pueden
ayudar a los estudiantes a disipar o desmentir estas ideas improductivas acerca de las
matematicas, asi como promover la persistencia durante la resolucién de problemas e
incrementar la comodidad con la existencia de varias respuestas validas’. Ademas, se ve una
oportunidad para proporcionar a los estudiantes una métrica mas sofisticada para evaluar la
validez y utilidad de las estrategias de resolucion de problemas y de las soluciones. Creemos
firmemente que, al involucrar a los estudiantes en la modelacion desde los grados
elementales, éstos creceran considerando a las matematicas como cautivadoras y
fundamentales, asi como una forma 1til de aproximarse a la toma de decisiones y a problemas
criticos de la vida.
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LOS ESTUDIANTES DE PRIMARIA Y MEDIA TIENEN EL POTENCIAL DE
DESARROLLAR FLUIDEZ COMO COMUNICADORES, PENSADORES Y

SONADORES DE LAS MATEMATICAS.

Sabemos que los nifios pequefios que son expuestos a diferentes lenguajes pueden
aprenderlos rapidamente. Nos gustaria ver que los nifios tuvieran una exposicion similar a las
matematicas y asi desarrollar su fluidez en éstas. Para facilitar el desarrollo del lenguaje
matematico, necesitamos que los estudiantes se comuniquen entre ellos y con aquellos que
hablan con fluidez el lenguaje de las matematicas. Como docentes, podemos esforzarnos para
profundizar continuamente en nuestra propia fluidez matematica y refinar nuestras practicas
de modo que podamos mantener expectativas elevadas para nuestros estudiantes’.

LA MODELACION PUEDE INCENTIVAR EL PROCESO Y LAS

HERRAMIENTAS MATEMATICAS.

Los docentes tienen la flexibilidad para determinar en qué medida guiaran a sus estudiantes
modeladores hacia herramientas matematicas especificas. Para cada problema abierto, los
estudiantes pueden percatarse de que necesitan una nueva herramienta, por ejemplo, la
multiplicacién, que es una forma mas eficiente de realizar sumas repetidas. Algunas veces los
estudiantes podran escoger una herramienta que les es familiar y evitar ideas mas nuevas y
desafiantes. En este caso, el docente puede permitir que un equipo use una herramienta
conocida para posteriormente preguntarle a sus estudiantes que reevaliien el problema
usando una nueva herramienta para determinar si obtienen un resultado similar y comparar

estrategias.

LA MODELACION PROMUEVE EL RAZONAMIENTO INTERDISCIPLINARIO

TEMPRANO.
Se puede tomar ventaja de que los estudiantes trabajen con un solo docente en diferentes
materias o bien, de que sean educados por un equipo de docentes, ya que las lecciones pueden
abordar diversos temas simultaneamente a través de las actividades de modelacion. En
muchos escenarios, los docentes de grados elementales trabajan con sus grupos no solo en
matematicas, sino también en otras areas académicas y no académicas. Los docentes pueden
introducir problemas de modelacion matematica a través de preguntas que los nifios
formulen naturalmente sobre ciencia, estudios sociales, lectura y escritura, arte, educacion
fisica o musica. Esto puede ocurrir durante las actividades de clase o en otros escenarios.
Aunque esta idea parezca naturalmente mas acorde con las ciencias, como en el uso de
herramientas matematicas para analizar datos de experimentos cientificos, la modelacion
matematica puede también vincular las herramientas matematicas con las humanidades. Por
ejemplo, a la par que los estudiantes de preescolar hasta segundo afio de secundaria
desarrollen habilidades de lectura, se les
puede pedir que generen un modelo de
red compuesto por palabras de tres letras
con dos palabras conectadas entre si sies
que difieren en una letra, como se
ejemplifica en la figura 2.1. La
incorporacion de la modelacion
matematica, y en especifico al incentivar
alos nifios a explorar las preguntas
cuantitativas que naturalmente surgen

con el uso de herramientas matematicas



previamente adquiridas, puede reforzar su entendimiento del material académico y

simultaneamente fortalecer su necesidad por las matematicas.
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FIGURA 2.1: RED CON UNA SELECCION DE PALABRAS DE TRES LETRAS COMO NODOS Y ESLABONES

ENTRE PALABRAS QUE DIFIEREN POR UNA LETRA

Por ejemplo, el libro Misty of Chincoteague de Marguerite Henry relata la historia de dos
nifios que trabajan para poder tener sus propios caballos. La novela estda ambientada en la Isla
de Chincoteague, Virginia, que es famosa por su caballada de aproximadamente 150 ponis que
ha sido mantenida por el cuerpo de bomberos local por mas de 90 afios. Con la intencién de
animar a los estudiantes a ser reflexivos, se les puede motivar a realizar preguntas como las
siguientes.

éPor qué hay 150 ponis en laisla?

éCudnta agua consumen 150 ponis en una semana?

éCuanto terreno necesitan?

éCudntos ponis extras podrian vivir en la isla?
Los estudiantes pueden responder a estas preguntas usando mapas, materiales
manipulativos, calculos simbdlicos y otras estrategias que elijan. Para simplificar el problema
lo suficiente como para abordarlo, puede ser que necesiten hacer suposiciones acerca de la
islay su poblacion. Al aproximarse a tareas de modelacidn de esta forma, los estudiantes
pueden conectar su trabajo y sus herramientas matematicas con otras disciplinas y entender
las matematicas en su ambiente desde una variedad de perspectivas.

EL TRABAJO EN GRADOS PRIMARIOS Y MEDIOS PUEDE PREPARAR EL

TERRENO PARA UNA MODELACION MAS SOFISTICADA.

Las maneras en las que los estudiantes se involucran en la modelacion matematica desde
preescolar hasta el segundo afio de secundaria cimientan las bases para un proceso de
modelacion mas sofisticado. Por ejemplo, si los estudiantes tienen experiencia identificando y
haciendo suposiciones sobre situaciones del mundo real durante sus primeros afios escolares,
cuando se encuentren con problemas de modelacidn en afios posteriores seran conscientes de
que para resolver problemas reales se requiere hacer suposiciones. La exposicion temprana a
problemas ambiguos o abiertos puede ayudar a los nifios a sentirse comodos con laidea de
que, aunque utiles e informativas, las soluciones a problemas reales no son perfectas ni
unicas. Los estudiantes pueden desarrollar una buena disposicion haciala modelacion

©
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matematica, asi como aptitudes en cuestiones individuales del proceso de modelacion, para

posteriormente combinar estos aspectos en un proceso completo e iterativo.

LA MODELACION MATEMATICA APORTA OPORTUNIDADES PARA EL
DESARROLLO DE LA COMUNICACION.

A través de las actividades de modelacion, todos los estudiantes pueden compartir,
aprovechar y desarrollar sus habilidades de comunicacion. Los problemas de modelaciéon
estan frecuentemente formulados con frases y diagramas, y requieren que los estudiantes
expresen sus respuestas usando visualizaciones, matematicas abstractas y en forma escrita.
Adicionalmente, los equipos de modelaciéon matematica deben comunicarse bien para tener
éxito y para que los docentes puedan alcanzar metas multiples de enseflanza con una sola
actividad. El énfasis en la comunicacion puede requerir atencion especial en aquellos
estudiantes con desafios del lenguaje, incluyendo aquellos que estan aprendiendo el idioma
que se usa en el ambiente escolar. Al mismo tiempo, dado que hay multiples formas de
expresarse y que los problemas estan contextualizados en el mundo real, la modelacién puede
proporcionar experiencias positivas a los estudiantes que necesiten expresar sus ideas de

formas alternativas.

LA MODELACION MATEMATICA ESTIMULA EL TRABAJO EN EQUIPO.

Las matematicas son, algunas veces, vistas como una actividad solitaria, y esta vision esta tal
vez reforzada por nuestra forma de valorar los esfuerzos individuales en la escuelay en
competencias. La modelacion es inherentemente un deporte de equipo y los problemas son lo
suficientemente grandes y complejos como para que el enfoque de equipo ayude a los
estudiantes a encontrar soluciones utiles®. Las competencias laborales de distribucién de
funciones, comunicacion, incluyendo escuchar, y la cooperacion pueden entrar todas
naturalmente en juego a medida que el grupo trabaja en conjunto hacia la solucion.

LAS TAREAS DE MODELACION PUEDEN AYUDAR A LOS DOCENTES A
IDENTIFICAR LAS IDEAS EQUIVOCADAS DE LOS ESTUDIANTES EN UN
CONTEXTO FAMILIAR PARA EL ESTUDIANTE, DE MODO QUE PUEDAN
EXPLICAR MEJOR SU RAZONAMIENTO.

Cuando los estudiantes presentan sus modelos, los docentes y sus compaiieros pueden
comentar sobre ciertos elementos que adviertan y que les generen dudas. Invariablemente,
las presentaciones incluiran errores y oportunidades para realizar correcciones. Los
docentes, asi como los comparieros de clase, pueden determinar la naturaleza de los errores al

pedirles alos estudiantes que expliquen su razonamiento.

Como lector de GAIMME, puede ser que usted ya esté convencido de que la etapa de
preescolar hasta segundo afio de secundaria es un escenario estupendo para la modelacion
matematica. Sin embargo, en el caso de que atin se sienta escéptico, esperamos que las ideas
anteriores lo convenzan de que no solo existen muchos beneficios al iniciar de forma
temprana, sino que la situacion y el momento en que se da la educacion desde preescolar
hasta segundo afio de secundaria tiene ventajas caracteristicas. En la siguiente seccion,
dirigimos la atencion a como los estudiantes de preescolar hasta segundo afio de secundaria
pueden experimentar la modelacion, construyendo el proceso completo al empezar con sus

componentes.

©
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Alolargo de esta seccion, dirigimos atencion particular a los componentes del proceso de
modelacidon y a como los estudiantes se involucran en la modelacion dentro de cada franja de
grados académicos como las define la NTCM: preescolar a segundo grado, tercero a quinto
grado y sexto a segundo afio de secundaria. La meta es que los estudiantes se involucren en el
ciclo repetitivo de la modelacion como modeladores matematicos maduros. Los modeladores
principiantes se pueden enfocar en un solo componente, como la realizacion de suposiciones

o la evaluacion de los pros y los contras de un modelo en particular.

Consideramos los componentes teniendo en cuenta a los estudiantes de preescolar a segundo
aflo de educacion secundaria. Para cada franja de grados académicos, describimos lo que
puede pasar usando los componentes de modelacion incluidos en “Getting Started & Getting
Solutions” (“Primeros Pasos y Primeras Soluciones”)?. Discutimos primero cada componente
del proceso de modelacion a través de la perspectiva de una pregunta abierta: “4qué deberian
traer para almorzar?” Después, dirigimos nuestra atencion hacia ejemplos sobre como el
trabajo de modelacion inspirado por este problema del Almuerzo se puede desarrollar en cada
franja de grados académicos. Entre otras cosas, el uso de esta pregunta inicial y comun ilustra
que un solo escenario de modelacion puede llevar a muchos problemas de modelacién

diferentes y que pueden ser revisados unay otra vez en diferentes niveles académicos.

Los problemas genuinos de modelacién matematica comienzan siendo grandes, poco claros e
inmanejables. Los modeladores tienen que decidir el problema especifico que quieren
resolver, qué informacion necesitan para resolverlo, qué herramientas matematicas pueden
ser utiles y cdmo determinaran en qué momento han obtenido una solucion util. Esto difiere
ampliamente de los problemas verbales tradicionales o aplicaciones de libros de texto, donde

toda la informacion necesaria es dada y donde hay una sola respuesta correcta conocida.

Para facilitar la modelacion matematica, el docente escoge primero un escenario cercano a
sus estudiantes que contenga las preguntas que les pueden importar a algunas personas, por
ejemplo, el contexto dado por el problema del A/muerzo. Esas personas pueden ser el
administrador del comedor de estudiantes, un padre o un cuidador, un negociante local o
alguien mas dentro de la escuela. Para involucrar a los estudiantes, el problema puede ser
planteado como una historia donde una explicacion, decision o estrategia es requerida. Sila
historia es lo suficientemente abierta, ésta motiva a los modeladores a hacer preguntas que les
ayuden a decidir como abordar el modelo y la solucion. A medida que los estudiantes crecen,
pueden participar en la seleccion y desarrollo de problemas. Usualmente, al comenzar con un
escenario enriquecedor, los docentes y los estudiantes refinaran las preguntas que usaran
para modelar hacia una respuesta. Para el problema del A/muerzo, puede que decidan que
estan llevando almuerzo en un dia tipico de la escuela y no para un evento especial o un dia
feriado.

Una vez que los estudiantes hayan decidido el problema especifico a abordar, quizas con la
facilitacion del docente, podran reflexionar sobre qué informacion necesitaran para
resolverlo. En términos simples, necesitan descifrar “qué importa”. De inicio, los docentes
pueden pedir a los estudiantes que mencionen qué es lo que les parece importante sin dar a
conocer formalmente que las respuestas pueden llevar a suposiciones en la modelacion. Para
el problema del A/muerzo, incluso respuestas tan generales como “cosas que me gustan”,
“cosas saludables” y “suficiente para llenar mi lonchera” pueden ser buenos puntos de
partida. Ademas, para generar suposiciones individuales generales, los estudiantes pueden

considerar pares de suposiciones y discutir la compatibilidad o incompatibilidad de sus
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elecciones. éPodemos incluir tanto “cosas que me gustan” como “cosas saludables”? Los
estudiantes pueden ser incentivados a pasar de comparaciones simples de suposiciones ala
discusion de sus implicaciones en el contexto del problema. Nos gustan las bananas y son
sanas para nosotros, pero écaben dentro de nuestras loncheras? Pueden también justificar
por qué algunas cantidades deben ser fijas mientras que otras pueden variar. Si alguna
informacion requerida para el modelo no es accesible, los estudiantes pueden estimar valores

para cantidades y justificar esas suposiciones. éQué tan grande es una banana?

Otra posibilidad es dar a los estudiantes un modelo y que ellos discutan qué suposiciones son
hechas en ese modelo. Una solucidn al problema del A/muerzopuede incluir una naranja, una
manzana, o una pera, todas de tamafio mediano. Los estudiantes pueden conjeturar que el
modelo asume que cada almuerzo debe incluir una porcion de fruta y que esta fruta debe ser
facil de llevar o que sea del gusto de la mayoria. Insistir en ver qué suposiciones parecen
sustentar un modelo proporciona una forma para observar a las suposiciones funcionar en el
contexto de un modelo, incluso antes que los estudiantes estén listos para generar modelos

ellos mismos.

Al llevar este ejercicio mas all4, el alumno puede reflexionar sobre como el modelo y sus
soluciones pueden cambiar si se hubieran hecho suposiciones diferentes. {Qué pasa si
asumimos que el costo total de los objetos que empacamos tiene que ser menora USD 5y
después cambiamos esa cantidad a menos de USD 3? Posteriormente, cuando los estudiantes
ejerzan una mirada critica sobre sus propios modelos y sus soluciones, este analisis de las

suposiciones sera relevante.

Una caracteristica importante de la modelacion matematica es que los estudiantes no solo
tomen decisiones sobre cdmo delimitar el centro del problema, sino que también se
empoderen para escoger un enfoque matematica. En los grados primarios, tomar e
implementar decisiones sobre como usar las matematicas para llegar a una solucion puede
ocurrir en escenarios de grupo. Algunos nifios pequefios se pueden beneficiar del uso de
representaciones visuales que les ayuden a reconocer un patron o tendencia, mientras que
otros pueden reconocer el patron si es algo familiar para ellos. Por ejemplo, el ntimero de
zanahorias en un almuerzo puede ser 0, 6 0 12, 1o que algunos estudiantes pueden reconocer
como multiplos de 6 y después enterarse que es el numero de zanahorias en una porcion
estandar. Los estudiantes pueden comenzar formulando conclusiones individuales o trabajar
en grupos pequefios para considerar soluciones multiples a un problema particular,

comenzando a comparar o contrastar sus soluciones.

Los estudiantes deben ser cada vez mas capaces de seleccionar y aplicar herramientas
matematicas mas sofisticadas y representaciones visuales para desarrollar y resolver sus
modelos. También deben conectar sus elecciones de herramientas a sus suposiciones y
variables. Por ejemplo, una suposicion en el problema del A/muerzopuede ser que la comida
debe ser nutritiva. Los estudiantes de tercer grado pueden considerar la nutricion
inicialmente en términos del numero total de calorias para un estudiante. Los estudiantes del
sexto grado pueden considerar la nutricién como el porcentaje del requerimiento diario de
nutrientes particulares y recurrir a su habilidad para razonar proporcionalmente. Los
docentes pueden motivar a los equipos a considerar mas de una estrategia y a buscar
herramientas matematicas adicionales antes de decidirse por algiin enfoque y herramientas

en particular.
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Dado que los modelos involucran suposiciones y aproximaciones, un aspecto critico de la
modelacion matematica implica el evaluar la capacidad de la solucién de resolver
satisfactoriamente el problema. Varios cuestionamientos acerca del modelo pueden ser ttiles
para ayudar a los estudiantes a aprender a analizar y evaluar modelos y soluciones.

¢En qué contextos los modelos proveen informacion valiosa? Qué tan precisas son

las soluciones?

éQué tanto cambian las soluciones si las suposiciones, el modelo o los parametros

varian ligeramente?

éLos resultados tienen sentido?

¢Mejoraria el modelo si se cambia algo decidido en una etapa anterior y se resuelve

el problema?
Las preguntas relacionadas al problema del A/muerzo pueden ser tan diferentes como, “4qué
tal si cambiamos la lonchera por una bolsa?” o “queriamos llenar nuestras loncheras, éel
modelo produce en algiin momento almuerzos que sobrepasen la capacidad de las
loncheras?”.

Los modelos nunca son perfectos debido a que son simplificaciones de la realidad. Sin
embargo, la simplicidad de un modelo puede ser una cualidad positiva porque, por ejemplo,
puede mostrar tendencias o relaciones causa y efecto. Al mismo tiempo, los modelos no seran
validos para cada situacion o no representaran una situacion real de forma exacta. Parte del
proceso de modelacion es la evaluacion continua de limitaciones y fuentes de error en un
modelo que esta basado en la informacién disponible. Idealmente, los estudiantes en todos los
niveles tendran la oportunidad de revisar y mejorar sus modelos basandose en nuevos
descubrimientos hechos durante el analisis de los componentes. Los estudiantes que trabajan
con el problema del Almuerzopueden encontrar que su modelo funciona bien hasta que
descubren que han olvidado algin punto importante. Puede ser que no hayan incluido una
bebida o quizas cambiaron una suposicién, como cuantas horas pasaran desde el momento en
que el almuerzo es empacado hasta que es comido. Algunas veces la repeticion o iteracion no
puede suceder debido a restricciones de tiempo, pero inclusive una discusion sobre las
posibles mejoras transmite a los estudiantes que los modelos son raramente soluciones

estaticas y perfectas de un problema.

Las repeticiones mas extensas del proceso de modelacion
pueden brindar oportunidades para incitar e introducir
nuevo contenido. Un primer modelo puede aplicar material
aprendido anteriormente, pero, al discutir posibles mejoras
del modelo, puede volverse aparente que la clase tiene yala
preparacion matematica para mejorar el modelo como
considere apropiado. En el problema del Almuerzola
decision de considerar el contenido total de grasa, asi como las calorias totales hace que los
estudiantes pasen de trabajar con ecuaciones lineales a usar un sistema de desigualdades
lineales e incentiva a los estudiantes a emplear métodos laboriosos o a cambiar sus planes.
Estos incidentes pueden motivar a los estudiantes, asi como proporcionar oportunidades

valiosas para introducir, explorar y aplicar nuevas herramientas matematicas.
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Los modeladores pueden repetir y mejorar el modelo indefinidamente, pero las fechas de
entrega siempre llegan. Tanto en la escuela como en el trabajo, en algin punto llega el
momento de declarar victoria. Las buenas noticias son que, cuando los estudiantes reportan
sus resultados, pueden explicar lo que harian para mejorar su modelo y bajo qué situaciones el
modelo seria o no util. Un trabajo substancial en el problema del A/muerzo puede producir un
modelo justificable, pero hay que notar que el resultado no toma en consideracién un rango
de alergias alimenticias o toma en cuenta el costo de la comida, pero no el ahorro que puede

haber sila comida se compra a granel.

Los estudiantes pueden presentar sus resultados de varias formas. Los mas jévenes pueden
querer mostrar y escenificar sus ideas o usar una lonchera empacada. Con ayuda, pueden
mostrar los datos que han recolectado en algun tipo de grafica o diagrama. También pueden
escoger el uso de manipulativos para comunicar o describir representaciones simples de ideas
matematicas, como mostrar como la longitud relativa de una bananay el ancho de una
lonchera estan relacionados. Nifios muy pequefios pueden hacer y reportar sus
comparaciones. En tanto que los estudiantes desarrollan sus habilidades lingiiisticas, pueden
hacer presentaciones mas formales, tanto en términos de sus oraciones como sus
representaciones y visualizaciones matematicas. A medida que los estudiantes empiezan a
pensar de forma mas abstracta, pueden generalizar y debatir sus afirmaciones usando
reportes y carteles. La modelacion proporciona oportunidades para que los estudiantes
transfieran sus habilidades de comunicacion y representacion matematica a nuevos
contextos, pudiendo permitir a los docentes evaluar si los estudiantes realizan esta

transferencia de forma apropiada.

Como en cualquier otra situacion que requiera una presentacion y una discusion de ideas
matematicas, los docentes pueden apoyar tanto a estudiantes que estén aprendiendo el
lenguaje que se usa para comunicarse de forma habitual en clase como a aquellos que tengan
desafios del lenguaje expresivo con formas alternativas o suplementarias para formular sus
ideas. Por ejemplo, los estudiantes que tengan problemas al producir las palabras necesarias
para describir sus suposiciones pueden realizar dibujos para ilustrar cada una de ellas o hacer

un borrador inicial de sus ideas en su lengua materna.

Hasta este punto, hemos considerado como los componentes individuales del proceso de
modelacion pueden ser interpretados con estudiantes de preescolar hasta segundo afio de
secundaria. Los estudiantes también necesitan entender como estos componentes se unen
dentro de una actividad completa de modelacién. Como se ilustra en la Figura 2.2, los
componentes no se desenvuelven usualmente de una forma simple y lineal. Por ejemplo, en
esta figura, después de que los estudiantes identifican el problema y sus suposiciones, repiten
el proceso de encontrar y analizar una solucion dos veces antes de avanzar a refinar el modelo

y reportar sus resultados.

Terminamos esta seccidon con ejemplos basados en el problema del A/muerzo parailustrar
como puede desarrollarse el proceso completo en cada nivel académico. En la siguiente
seccion seguimos adelante con una discusion practica sobre como planear, introducir y

facilitar lecciones de modelacion matematica en grados de primaria y secundaria.
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FIGURA 2.2: EJEMPLO DE UN AVANCE NO LINEAR A TRAVES DEL PROCESO DE MODELACION CON UN SOLO RETROCESO Y

REPETICION

Problemas del Almuerzo: de preescolar a segundo grado. De preescolar a segundo grado, la
clase posiblemente se enfocara en una pregunta central que puede estar motivada por el
interés del alumno, pero que es identificada, seleccionada o articulada por el docente. Por
ejemplo, al concentrarse en la discusion del problema del A/muerzo, el docente puede dejar
que los estudiantes discutan un alimento que todos coman, como las zanahorias. Una vez que
la decision de considerar las zanahorias ha sido hecha, el problema de modelacién puede ser
expresado en la forma de una pregunta central. La pregunta puede ser cuantitativa, como
“écuantas zanahorias debe haber en un almuerzo?” o una pregunta cualitativa, como “équé
alimentos van mejor con las zanahorias?”. De cualquier forma, 1a meta es usar las
matematicas para contestar la pregunta.

La pregunta sobre cuantas zanahorias debe haber en el almuerzo es intencionalmente abierta.
Para determinar una respuesta razonable a la pregunta “4cuantas zanahorias debe haber en
un almuerzo?”, los estudiantes pueden recolectar datos de sus propios almuerzos. Puede ser
que cuenten el nimero de zanahorias en sus almuerzos cada dia en una semana particular.
Por ejemplo, los estudiantes mas jovenes pueden ser capaces de contar y colocar el mismo
numero de estampas de zanahorias en los almuerzos del grupo en un histograma. Las graficas
pueden ser hechas por todo el grupo hasta que los estudiantes estén listos para tratar de
hacerlas de forma independiente. Un paso final importante es ir mas alla de recolectar datos y
decidir qué informacion o conclusiones pueden ser obtenidas de las representaciones visuales
de la informacidn. La clase puede decidir que quiere recolectar mas informacion acerca de las
zanahorias o de otro elemento diferente del almuerzo.

Al explorar una preferencia cualitativa, como qué tanto les gusta algtin alimento a los
estudiantes, la clase puede desarrollar una escala para representar que tanto les agrada. La
escala puede ser pictorica, como las distintas caras a lo largo de la escala usada por
profesionales médicos para que los nifios muestren que tanto dolor experimentan, o
numérica, desarrollando asi el entendimiento de los estudiantes sobre lineas numéricas. Las

preferencias alimentarias determinadas por estos datos e ilustraciones pueden ser usadas por



el grupo para informar decisiones, como qué refrigerio sera traido por los padres al siguiente

evento de la clase.

Los docentes de preescolar a segundo grado de primaria pueden capitalizar 1a habilidad de los
nifios pequefios para escenificar una situacion, contar, comparar tamafios y hacer
correspondencias uno a uno. Otra forma de abordar el problema del A/muerzopuede ser
enfocarse en cuantas zanahorias caben en una lonchera de un tamafio en particular. En
primaria, los estudiantes pueden sintetizar sus experiencias para evaluar y comparar los
resultados de sus modelos. Por ejemplo, los estudiantes pueden usar bloques de tamafios
apropiados para representar diferentes alimentos, con el objetivo de investigar como empacar
almuerzos en loncheras de diferentes tamafios. Pueden determinar y comparar cuantos
elementos y cuantas combinaciones de estos caben dentro de cada lonchera. A medida que
analizan sus respuestas, pueden hacer predicciones acerca de cdmo sus soluciones

cambiarian silalonchera fuera dos veces mas larga.

Aunque no sea esencial, si es posible usar el vocabulario de modelacidon, como “hacer
suposiciones”, a medida que los estudiantes trabajan en un problema. En estas experiencias
de modelacion tempranas, la idea primordial es ensefiar a los estudiantes jévenes como
estructurar, explorar y contestar preguntas relevantes del mundo real usando ideas

matematicas.

Problemas del Almuerzo: de tercer a quinto grado. De tercero a quinto grado, los
estudiantes pueden jugar un papel mas relevante en la generacion y definicion de respuestas
de modelacion importantes que quieran abordar. Los estudiantes de preescolar a segundo
grado probablemente contestaran la pregunta de cuantas zanahorias debe haber en una
loncherabasados en experiencias concretas de lo que observan en sus propios almuerzos. De
tercero a quinto grado, los estudiantes pueden tomar en cuenta informacion mas sofisticada,
como la informacion nutricional, las cantidades, las preferencias de sabor y la variedad. Por
ejemplo, pueden ser capaces de generar argumentos sobre nutricion para comparar las

zanahorias con otra opcion de vegetales.

Los estudiantes también pueden considerar una pregunta mas amplia, por ejemplo, como
preparar el mejor almuerzo a través de una variedad de opciones alimentarias. Para hacer el
problema mas manejable pero atn abierto, el docente puede introducir el numero o tipo de
elementos de un almuerzo como una suposicion base al tomar un menu reciente, ya sea
semanal o mensual, del almuerzo preparado en el comedor de estudiantes y usar el contenido
de éste como posibles opciones. La pregunta general se vuelve entonces, “écual es el mejor
almuerzo?”. Presentar soluciones involucra entonces la definiciéon matematica de la palabra
“mejor” y una justificacion de dicho enfoque, incluyendo pros y contras de las diferentes
definiciones. Por ejemplo, una respuesta que permite muchas combinaciones diferentes de
alimentos puede no ser factible para un comedor de estudiantes, que solo puede producir
cierto numero de opciones de comida al dia. Una respuesta que produzca el almuerzo mas
sano puede sugerir almuerzos que sean muy caros o que no sean considerados apetitosos para

algunos estudiantes.

Los estudiantes pueden también considerar casos extremos y si estos pueden ser captados por
el modelo. Por ejemplo, se les puede preguntar qué cambia sillenan una bandeja del comedor
de estudiantes a si empacan su propia lonchera. Este tipo de razonamiento de la forma “qué
pasa si” puede llevar a un analisis interesante del modelo y expandir el sentido de los tipos de

reflexiones, como hipotéticas, condicionales y 1dgicas, que son parte de las matematicas.



De tercero a quinto grado, los docentes pueden incentivar a los estudiantes a considerar el
valor predictivo de sus modelos. Por ejemplo, écuantas zanahorias debe pedir el comedor de
estudiantes cada semana? A medida que los estudiantes aprenden a asignar valores, deben ser
capaces de darse cuenta de si los nimeros son de magnitud razonable. iPuede ser que un total
de 100 zanahorias para toda una escuela no tenga sentido! Las estimaciones pueden empezar
aentrar en juego y los estudiantes pueden tratar de cuantificar las fuentes posibles de error o
de incertidumbre de un modelo. Por ejemplo, si redondeamos el costo de una comida de USD
3.89 a USD 4.00, con una diferencia de 11 centavos, el costo anual de las comidas en una
escuela con 450 estudiantes seria de mas de USD 8910. Cuando los estudiantes representan su
respuesta usando fracciones o decimales o notacidn cientifica, los docentes pueden pedirles

que justifiquen sus decisiones en cuanto al uso de cada representacion.

El uso del vocabulario de modelacién, como “hacer suposiciones”, a medida que los
estudiantes trabajan en un problema puede facilitar la conversacion. En las experiencias de
modelacion de tercero a quinto grado, una idea primordial es incentivar a los estudiantes a
que vayan mas alla de las descripciones matematicas relativamente reducidas a descripciones
de situaciones concretas para considerar preguntas mas amplias, combinaciones de
suposiciones y variables, valores extremos y potencial predictivo para construir y poner a
prueba los modelos que desarrollen.

Problemas del Almuerzo: de sexto a segundo afio de secundaria De sexto a segundo afio de
secundaria, los estudiantes pueden ser considerados como independientes. La clase completa
puede estar considerando una pregunta importante, pero cada grupo de 3 a 5 estudiantes
puede revisar un aspecto particular del problema que les interese. En comparacion con el
trabajo en grados anteriores, los estudiantes probablemente pueden generar argumentos mas
sofisticados, tomando en consideracion varias limitaciones simultaneas como el espacio, las

preferencias y la nutricion.

Puede ser util, como con estudiantes mas jovenes, usar un ment de almuerzo mensual para
identificar y justificar los componentes estandar de un almuerzo. Los estudiantes pueden
estudiar diferentes sistemas de votacion para determinar qué tipo de pizza podrian ordenar

para una fiesta de la clase que deje a la mayoria contentos.

Distintos grupos pueden tomar diferentes decisiones, como cual seria la marca de la pizza, la
distancia de entrega, el costo, las opciones de entrega, las opciones sin gluten, los ingredientes
y el tipo de masa. La seccion de suposiciones del proceso de modelacion puede involucrar
limitar estas opciones a un nimero razonable y posiblemente limitante de opciones dentro de

una eleccion en particular, como los ingredientes a considerar.

Los estudiantes deben ser capaces de empezar a usar variables para representar cantidades
que cambian, asi como de usar ecuaciones para representar relaciones entre cantidades.
Incluso con preguntas cualitativas como cual es la mejor pizza, o combinacion de pizzas, para
la orden de la clase, los estudiantes pueden generar un sistema de calificacion para las pizzas
que tome en cuenta diferentes atributos y pesos. Pueden tener una funcion para el costo de la
pizza que incorpore no solo las opciones de pizza, como tamafio e ingredientes, sino también

el combustible que se usara para ir a recoger la pizza o el tiempo contra el costo de envio.

Los estudiantes del sexto a segundo afio de secundaria deben ser capaces de proporcionar
multiples representaciones de sus resultados incluyendo representaciones simbdlicas,

graficas y verbales (escritas y orales). A medida que los estudiantes reporten sus resultados,
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especialmente cuando tienen algo de experiencia en modelacion, se debe esperar que sean
criticos con su propio trabajo. Los docentes pueden pedir a los estudiantes que discutan los
pros y los contras de las decisiones que tomaron, tanto en el componente de la formulacion de
suposiciones como en su eleccion del procedimiento matematico. Los modeladores maduros
pueden demostrar y discutir lo que pasa con su soluciéon cuando cambian una suposicién o un
namero particular; un proceso conocido como analisis de sensibilidad, ya que demuestra qué
tan sensible es el resultado del modelo a cambios de varios parametros. Por ejemplo, si uno de
los parametros es el numero de trozos de manzana, se puede preguntar qué cambiaria si el
namero aumenta o disminuye, por ejemplo, si hace la comida mas o menos apetitosa de
acuerdo con el voto de la clase, o como afecta las calorias en particular o la nutricion en

general.

El vocabulario de 1a modelacion, como “hacer suposiciones”, puede facilitar la conversacion.
Una idea importante para sexto a segundo afio de secundaria es motivar a los estudiantes a
actuar de forma mas independiente mientras enfrentan problemas mayores con una
coleccion de herramientas matematicas en desarrollo. El problema del Almuerzoy sus
posibilidades tiene una excelente conexion con uno de los problemas del Reto Moody’s Mega
Math (https://m3challenge.siam.org/archives/2014/problem). El problema llamado Lunch
Crunch: Can Nutritious Be Affordable and Delicious? (Haciendo Cuentas en el Almuerzo: ¢La
Comida Nutritiva Puede Ser Accesible y Deliciosa?), pregunta como hacer el almuerzo
simultaneamente delicioso, nutritivo y accesible. Después de trabajar en su propia
aproximacion del problema del A/muerzo, alos estudiantes de grados medios podria gustarles
ver que un problema similar fue planteado en una competencia nacional de modelacién para
estudiantes de grados superiores. También pueden ver ejemplos de soluciones ganadoras en
el sitio web de Moody.

Los estudiantes de preescolar a segundo afio de secundaria estan, de muchas formas, listos
parainvolucrarse en aspectos de la modelacion matematica. Dado que la modelacion es
usualmente manejada como una actividad grupal, los grupos de estudiantes pueden estar
trabajando de forma semindependiente, y ain mas a medida que maduran. Una clave para
facilitar la modelacion matematica con los estudiantes es sincronizar el papel del docente con
el proceso de modelacion matematico de los estudiantes. En la modelacion matematica, como
en cualquier otra leccion de clase, el papel del docente antes y durante la actividad es

importante.

Como puede imaginarse, los estudiantes en varias etapas de desarrollo se involucraran en los
procesos de modelaciéon matematica de forma diferente. Existe evidencia cientifica'® que
indica que los estudiantes en grados primarios pueden involucrarse, al menos en cierta
medida, en los mismos componentes del proceso de modelacion que estudiantes en grados
mas avanzados. En nuestra experiencia, los nifios pequefios presentan, a veces de forma
desenfrenada, muchas opciones y necesitan ayuda para concentrarse, mientras que es mas
probable que estudiantes mayores den una respuesta estandar y necesiten ayuda para

expandir su razonamiento.

Los docentes deberan facilitar el proceso de modelacion de forma cuidadosa y apropiada en
relacion ala etapa de desarrollo, a la vez que mantienen el problema abierto y la capacidad de
los estudiantes para tomar decisiones genuinas. A pesar de las diferencias de desarrollo, los
estudiantes en todos los niveles académicos pueden tomar decisiones significativas que dan

forma a sus experiencias de modelacion.
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A continuacion, describimos las acciones del docente como facilitador en el proceso de
modelacion. Mientras lee esta seccion, puede ser util que usted tenga en mente algunos
ejemplos de problemas de modelacion; el Apéndice B describe como los estudiantes dentro de
cada franja de grados del NCTM pueden llevar a cabo un proceso de modelacion para abordar
la misma pregunta ampliamente abierta: {qué deberian traer para almorzar? Nos referimos a
este problema como el problema del Almuerzo. E1 Apéndice B explora este problema con un
grupo de estudiantes de primer grado, ilustrando cémo los nifios de la franja de preescolar a
segundo grado podrian involucrarse en la modelacion con este problema. También seguimos
aun grupo de estudiantes de cuarto grado a medida que abordan este problema, y observamos
un grupo de estudiantes de séptimo grado trabajandolo. La experiencia exitosa de cada grupo
mientras se involucra en la experiencia de modelacion adquiere forma a través de sus propias
decisiones, mientras que el docente lo facilita. La siguiente seccidon provee un marco de

trabajo para los docentes de modelacion.

Carlson, Wickstrom, Burroughs and Fulton'! (2016) han desarrollado un marco de trabajo
para la enseflanza de la modelacion en grados primarios (ver Figura 2.3). El arreglo interno
ciclico de los tres cuadrados con esquinas redondeadas representa a los estudiantes
involucrandose en las tres fases del ciclo de modelacion: Planteamiento de Preguntas,
Construccion de Soluciones y Validacion de Conclusiones. Este es un diagrama del proceso de
modelacion mas simple que el que se describe en el Capitulo 1. Las acciones principales de
docencia estan representadas por las frases en negrita: Desarrollando y Anticipando,
Implementando y Revisando. El ciclo representado por el arreglo ciclico triangular externo
identifica tres acciones del docente: Organizar, Monitorear y Reagrupar, para facilitar la

modelacidon mientras que los estudiantes estan concentrados en la Representacion.

Puede que usted observe fuertes similitudes con las cinco practicas para la orquestacion del
discurso matematico descritas por Stein y Smith'? pero también vera algunas diferencias
derivadas del concepto del problema abierto de 1a modelacion. Por ejemplo, el orden en el
cual los grupos de estudiantes presentan las soluciones de modelacién es importante. Un
docente puede escoger presentar una soluciéon moderadamente exitosa al principio, de modo
que las fortalezas y debilidades puedan ser identificadas. Esto puede normalizar la idea de que
incluso un modelo “terminado” tampoco es perfecto. Otra posibilidad es ordenar
presentaciones por el tipo de especificidad de las suposiciones hechas por los grupos. Esta

eleccion puede ser hecha de acuerdo con lo que el maestro quiera enfatizar.

Dado que la modelaciéon matematica es un proceso iterativo en el cual los modeladores
vuelven arevisar las etapas iniciales para mejorar sus soluciones, el orden de las soluciones es

algo enlo cual los estudiantes toman la iniciativa cuando reportan su trabajo.

Como parte de la planeacidn, los docentes anticipan al escoger o desarrollar un problema de
modelacion e imaginan qué puede pasar en el salon de clases. La atencion afiadida a la
facilitacion es indicativa de la habitual naturaleza mas extensa, poco clara y abierta del trabajo

de modelacion y laimportancia de indagar en los matices del contexto de la modelacion.

¢ TENGO QUE ELABORAR MIS PROPIOS PROBLEMAS?

Incluso los modeladores experimentados pueden encontrar desafiante la tarea de crear
problemas de modelacion exitosos. Seleccionar y refinar problemas existentes puede liberar
al docente para asi enfocarse en su implementacion. A medida que se adquiere experiencia,
los docentes pueden sentirse mas comodos al desarrollar problemas de modelacion y
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FIGURA 2.3: MARCO DE TRABAIO DEL PAPEL DEL DOCENTE EN LA FACILITACION DE LA MODELACION, INCLUIDO CON

EL PERMISO DE CARLSON ET AL. (2016).

capitalizar los eventos en el salon de clases, en el comedor de estudiantes o en el patio de

recreo y convertirlos en problemas de modelacion que resuenen con los estudiantes. Ya sea
que usted esté desarrollando un nuevo problema o adaptando un problema de modelacién

que alguien mads haya creado, las siguientes preguntas pueden ayudar a guiar sus decisiones.

¢ES ESTE REALMENTE UN PROBLEMA DE MODELACION Y COMO PUEDO
INTRODUCIR EL PROBLEMA DE FORMA QUE SEA ABIERTO Y SU

SOLUCION NO OBVIA?

Como sefialamos en el Capitulo 1, la simple adicion de etiquetas o contextos no hace de un
problema un buen problema de modelacién. Un problema de modelacion tiene también que
implicar la toma de decisiones del alumno que le da forma a la definicion del problema, el
proceso de modelacidn y una variedad de soluciones.

¢QUE CONTENIDO MATEMATICO QUIERO ABORDAR EN UN PROBLEMA

DE MODELACION Y ESTE PROBLEMA ABORDA ESE CONTENIDO?

Aunque la actividad de modelacion promueva la curiosidad y el descubrimiento de un nuevo
tema, proporcione la oportunidad de practicar habilidades adquiridas recientemente o
encuentre conexiones y revise contenido presentado anteriormente, si quiere que el proceso
de modelacion conduzca hacia un contenido matematico especifico, usted procurara
desarrollar el problema o la facilitacidn con estos objetivos de aprendizaje en mente. Como se
muestra en el Capitulo 1, los problemas de modelacion pueden ser desarrollados agregando
flexibilidad y espacio para la creatividad en problemas ya existentes en el libro de texto. El
Apéndice B ofrece dos ejemplos adicionales de problemas de modelacion, ambos disefiados
para captar el problema de modelacion especifico de la division, aunque los dos problemas
tienen diferentes niveles y apertura. El problema de Autobuses y Cocientes abre una puerta
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para la modelacion al pedir a los estudiantes que consideren qué tan razonables son los
resultados numéricos de los calculos. La Hora del Té Trapezoidalinvolucra
fundamentalmente a los estudiantes en la escritura de expresiones algebraicas, lo que es util
en el desarrollo de un modelo.

QUIERO DESARROLLAR UNA PREGUNTA DE MODELACION SOBRE ALGO
EMOCIONANTE QUE MIS ESTUDIANTES NOTARON. (COMO PUEDO
CONVERTIR ESTA SITUACION EN UNA EXPERIENCIA AUTENTICA DE
MODELACION MATEMATICA?

Los nifios observan siempre el mundo que los rodea y hacen conjeturas. En algunas
instancias, usted puede transformar estos momentos en problemas de modelacion
matematica. Por ejemplo, cuando un nifio mira dos libros y comenta que le tomara mas
tiempo leer uno de ellos, hay una oportunidad para seguir con la pregunta de cuanto tiempo
tomara leer un libro como una tarea de modelacion. Los estudiantes jovenes pueden empezar
con dos libros especificos y proponer que tardaran mas en leer un libro porque es mas pesado
o de mayor altura que el otro. Sus reacciones son todas partes de su habilidad del desarrollo de
conservar y comparar cantidades. Los estudiantes mayores pueden abrir la Gltima pagina de
dos libros y comparar el nimero total de paginas en ambos para tomar una decision. En esta
instancia, es razonable preguntar al alumno si sabe de cualquier otra caracteristica adicional,
ademas del numero de paginas que pueda considerar para calcular la cantidad de tiempo que
tomaria leer un libro. Medir el tiempo que toma leer los libros puede ayudar a probar y refinar
surazonamiento sobre qué atributos considerar, como cuantificarlos y como refinar sus
ideas. Posteriormente, se puede pedir a los estudiantes de forma directa que pronostiquen
cuanto tiempo les tomara leer un libro. Este tipo de pregunta puede motivar a los estudiantes
a comenzar a pensar sobre las respuestas como un rango de valores en lugar de un solo

numero.

UNA VEZ QUE TENGO UN PROBLEMA, ¢(QUE MAS TENGO QUE

ANTICIPAR?

La facilitacion de la modelacion depende frecuentemente de elegir el momento oportuno,

decidiendo cuanto tiempo hay que permitir que los estudiantes se esfuercen para que

aprendan a perseverar ante la adversidad y cuando reagrupar la clase para proporcionar

nueva informacién o guia. Con una tarea de modelacién de varios dias, la situacién puede,

frecuentemente, ser cadtica el primer dia. Después, con el tiempo, los grupos usualmente

llegan a un plan y lo ponen en marcha. Las siguientes preguntas pueden ayudar a anticipar la

direccion que los estudiantes podrian tomar:

- éQué tipo de preguntas necesitaran hacer los estudiantes a medida que tratan de definir
una respuesta al problema?

- éQué informacidn sera la que buscan y donde la obtendran?

- ¢éCudles discusiones deben tener lugar en grupos pequefios y cuales con todo el grupo?

- éQué decisiones necesitaran tomar los estudiantes y qué informacion necesitaran para
tomarlas?

- éQué enfoque matematico pueden usar?

- ¢Habrainformacion que deba ser introducida posteriormente si los estudiantes
necesitan ser encaminados hacia una direccién en particular?

- éComo puedo impulsar a los estudiantes sin quitarles la oportunidad de desarrollar
conceptos y descubrir relaciones entre ellos?

- ¢Cudntos dias deben trabajar los estudiantes en este problema? éPor cuanto tiempo cada
dia?
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El siguiente paso es implementar, en el cual los docentes organizan alos estudiantes e
introducen el problema de modelacion, monitorean a los estudiantes mientras trabajan y
periddicamente los reagrupan. La idea de este marco de trabajo es separar el trabajo del
alumno y el docente. En lugar de exponer la modelacion a los estudiantes, el docente es mas
como un entrenador. Al organizar, el docente introduceel problemay les da alos estudiantes
las reglas basicas del juego, como un problema general a ser resuelto, algunas estrategias
matematicas y algunas ideas acerca de como trabajar en equipo. Mientras que los estudiantes
se involucran en la modelacion, el docente los monitorea. {Qué enfoques estan usando? (Qué
oportunidades matematicas estan surgiendo? {Ddnde se estan quedando atascados? Después
de forma periddica, el docente puede tomar una pausa para reagruparalos estudiantes y
abordar confusiones, responder preguntas que aclaren la situacién o dar pequefias

sugerencias.

La naturaleza iterativa de la modelacidn requiere que los estudiantes seleccionen cuales de
sus ideas presentar como el modelo actual, tal vez después de que realicen la secuencia de sus
soluciones y antes de que refinen sus modelos. En resumen, los estudiantes como
modeladores son responsables de los enfoques a seguir y de conectar sus modelos al contexto
mas amplio de la tarea original. Los estudiantes se vuelven responsables de seleccionar,
secuenciar, y conectar, especialmente cuando estan involucrados en el trabajo iterativo de
construir, evaluar y mejorar un modelo y producir un reporte. En suma, para un docente,
apoyar el proceso de modelacion significa muchas veces que el papel del docente no es exhibir
procedimientos, sino motivar a los estudiantes a escoger, desarrollar y aplicar abordajes

matematicos.

Una vez que los estudiantes desarrollen un numero de
soluciones, los docentes pueden aprovechar la
oportunidad para ayudar a los estudiantes a pensar como
podrian abordar el problema si emplearan una segunda
repeticion de la modelacidon para mejorar sus respuestas.
Describir las fortalezas y debilidades del modelo puede
ser un requerimiento estandar del problema. No toda
sugerencia para mejorar puede ser igualmente util. Por
ejemplo, los estudiantes podran notar que pueden
mejorar la precision del modelo y discutir en qué punto la precisiéon numérica pierde

significado en el contexto del mundo real.

Mientras los estudiantes trabajan en grupos, los docentes pueden monitorear su progreso
caminando alrededor del saldn, escuchando sus conversaciones y ocasionalmente
deteniéndose para pedirles que expliquen su reflexion actual. El objetivo del proceso de
monitoreo es asegurar que los estudiantes estén dirigiéndose a un camino apropiado, no
necesariamente a un solo camino “correcto”. Cuando los estudiantes toman un camino
inesperado y posiblemente poco fructifero, se necesita disciplina para evitar de forma
inmediata la redireccion de su trabajo al reagrupar muy pronto. Puede ser valioso que los

estudiantes descubran cuando redirigirse ellos mismos hacia una nueva perspectiva.

En lareagrupacion, el docente puede hacer que los equipos reporten sus progresos, seguido de
una discusion con toda la clase. También puede proporcionar informacion adicional o hacer

una pregunta indagatoria para enfocar los esfuerzos de los equipos. Usted debe decidir

®
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cuando y qué debe de compartir cada grupo con el resto de la clase, dependiendo de cuanto
desee que los estudiantes influencien sus respectivos enfoques. Tener menos comunicacion
puede llevar a una variedad mas interesante de soluciones, mientras que una mayor
comunicacion quiza dirija al grupo a que aplique una herramienta o procedimiento en
particular. De la misma forma, compartir informacion en las primeras etapas del proceso
puede llevar a los grupos a tener mas experiencias similares que si trabajan en aislamiento
hasta etapas posteriores. Por lo tanto, los objetivos de la actividad determinaran el nivel de
intervencion.

Parte de la ensefianza de 1a modelacion es hacer que los estudiantes revisen y refinen sus
soluciones. Puede también ser util revisar el problema en la clase, lo que significa volver y
reconsiderar el problema desde una perspectiva diferente o con herramientas adicionales
(Carlson, Wickstrom, Burroughs, y Fulton). Los problemas de modelacion pueden ser
trabajados durante varios dias, lo que da la posibilidad de considerar si se quiere que la clase
revise el problema desde otro angulo. Usando el problema del A/muerzo como ejemplo, tal vez
la presentacion inicial del problema es “écuantas zanahorias debe contener unalonchera?” y
después, en un dia posterior, usted y sus estudiantes pueden revisar el problema
preguntandose “écuanta agua u otra bebida debe contener una lonchera?” o “escoge otro
vegetal diferente a las zanahorias y usala informacién nutricional u otra informacion en
particular para determinar qué vegetal es mejor opcion nutricional”. Una pregunta mas
sofisticada puede pedir a los estudiantes que describan los pros y los contras de cada opcion.

En cada caso, los estudiantes justifican sus respuestas usando las matematicas.

¢LOS ESTUDIANTES APLICARAN DE INMEDIATO LAS MATEMATICAS
PARA ABORDAR UN PROBLEMA DE MODELACION?

Una pregunta importante es si usted quiere que los estudiantes usen un procedimiento
matematico en particular para abordar un problema de modelacion. Los problemas mas
auténticos dejan esta opcion abierta para el alumno, pero algunas veces puede ser apropiado
recordarles a los estudiantes algunas de las herramientas que pueden escoger para aplicar.
Los estudiantes pueden hacer una lluvia de ideas durante la clase para que surjan diversas
formas de enfrentar el problema o pueden tratar de pensar en mas de un enfoque antes de que
empiecen a resolver formalmente el problema en grupos. Podria ser valioso que la clase haga
un poco de esta lluvia de ideas de forma temprana sin necesariamente trabajar hacia una
solucion, de forma que los estudiantes puedan ver que hay multiples formas de usar las

matematicas desde el comienzo.

Algunas veces, mientras desarrollamos problemas, es posible que no anticipemos si los
estudiantes se involucraran de alguna manera que les permita evitar el uso de las
matematicas. El Apéndice B ofrece un ejemplo de cdmo algo concebido originalmente como
un buen problema de modelacion matematica fallé en hacer que los estudiantes usaran
matematicas porque pasaron mas tiempo en el aspecto de disefio del problema que en el
modelo matematico. El escenario claramente involucro a los estudiantes, pero la
implementacion permitio que estos parecieran ser exitosos ante la solucidon del problema sin
que las matematicas tuvieran peso sobre la pregunta. Este fracaso aparente puede
proporcionar una oportunidad para que el docente revise el problema y direccione alos

estudiantes hacia un tratamiento matematica del problema.

Es importante reconocer que la modelacion no es solo una actividad para concluir un

capitulo. Los problemas pueden ser introducidos cuando las herramientas matematicas
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precisas que se necesitan no estan claras o son desconocidas. Un modelo inicial puede usar
contenido que los estudiantes ya conocen y servir para sefialar su insuficiencia para el
problema presente. Reexaminar provee una oportunidad inica para motivar e introducir

nuevo material matematico.

Como hemos visto a lo largo de este capitulo, la modelaciéon matematica puede ser usada en

los grados mas elementales para:

- Promover contenido matematico a través de la motivacién de materia nueva, la
implementacion y practica de habilidades previamente aprendidas, o la sintesis e
integracion de temas matematicos.

- Introducir pensamiento cuantitativo en otras areas ademas de las matematicas, al hacer
que los estudiantes usen la modelacion matematica para abordar preguntas que
naturalmente surgen en el almuerzo, en el patio de recreo, durante el tiempo de lectura,
en la clase de ciencias o donde sea.

- Desarrollar aspectos positivos del trabajo matematico de los estudiantes, como la
creatividad, persistencia, trabajo en equipo, razonamiento cuantitativo y comunicacion,
amedida que se involucran en la modelacion y a través de componentes separados o en
todo el proceso.

Dependiendo de los objetivos que usted tenga con un ejercicio de modelacion en particular,
probablemente querra evaluar diferentes resultados. A continuacion, abordamos algunas
ideas de como evaluar el aprendizaje del contenido matematico, otras habilidades y la

modelacidn en si misma. Para conocimiento adicional, por favor revise el Apéndice D.

Si su objetivo es que los estudiantes practiquen contenido matematico especifico, entonces, al
usar un problema de modelacion, puede atin evaluar si los procesos matematicos son
correctos de una forma familiar. Mas atin, puede pedir a los estudiantes que expliquen sus
respuestas en el contexto de la pregunta de modelacidn, lo que proporciona una mirada mas

intima de qué tan bien los estudiantes han internalizado los conceptos subyacentes.

Dado que los problemas de modelacién son frecuentemente trabajados en equipos, la
pregunta de la evaluacion tiene muchas facetas. Es posible pedir a los estudiantes que
describan tanto sus propias contribuciones como la de cada uno de sus compafieros de equipo.
Es posible que requiera que los estudiantes mayores escriban reflexiones no solo acerca del
producto de su modelacion, sino sobre el proceso. Muchas de estas habilidades que se
necesitan para resolver en equipo problemas de modelacién amplios y que no tienen mucha
claridad en su abordaje son altamente valoradas en el lugar de trabajo y pueden ser incluidas

en el proceso de calificacion o la rtbrica.

Las actividades acordes con la modelacion matematica no estan necesariamente alineadas
con la docencia y las experiencias de aprendizaje mas tradicional. Cuando usted empiece a
ensefiar modelacion matematica puede ser dificil saber si sus estudiantes estan realmente
involucrados en el proceso de modelacion, y mas atin saber cdmo evaluar qué tan bien estan
modelando. La Figura 2.4 ofrece una lista de preguntas que usted puede hacerse a si mismo a
lo largo de la experiencia de modelacion para evaluar si los estudiantes estan participando en

el proceso de modelacion matematica.

®



La evaluacion debe enfocarse en el proceso holistico de la modelacion matematica. Mientras
que evalua los modelos desarrollados por los estudiantes, no debe revisar solo la respuesta
final para ver si es similar a una respuesta esperada. Las evaluaciones deben enfocarse
principalmente, en cuales piezas del proceso de modelacion estan presentes y como estas
piezas estan logicamente conectadas. La calidad del trabajo incluye reflexion y comunicacion
del resultado, como el modelo puede ser mejorado, cuando es 1til, y de qué forma esta
limitada. La identificacion de confusiones y errores matematicos debe ser una parte del
proceso de revision y evaluacion, pero es solo uno de muchos factores importantes. Evaluar la
modelacion puede ser mucho mas desafiante que corregir un examen con el objetivo
especifico de una respuesta en particular por problema. Enfrentarse a este reto puede
proporcionar a los estudiantes retroalimentacion significativa sobre muchas areas de su

desarrollo académico.

En algunos casos, un alumno desarrolla una idea o procedimiento que parece poco comun al
docente. Muchos docentes de modelacion, incluyendo los escritores de esta guia, han estado
en situaciones donde no estdn seguros en ese momento de si un desarrollo en particular es
viable y correcto. En este caso, es recomendable pedir a los estudiantes que expliquen su
razonamiento y posteriormente tomar algo de tiempo para consultar recursos con
informacidon acerca del contexto. Considerar si las ideas de un alumno son viables es una tarea
que los facilitadores de modelacion en todos los niveles tienen que realizar frecuentemente.
Los momentos de incertidumbre del docente permiten a los estudiantes darse cuenta de que
el aprendizaje es realmente un esfuerzo de todala vida y que los adultos no son entes
infalibles. Los estudiantes pueden observar como el docente contintia acogiendo nuevas
preguntas y cdmo contintia demostrando curiosidad y persistencia al buscar activamente
nuevas respuestas. Este aprendizaje conjunto de nueva informacion, convenciones y
enfoques puede ser una de las partes mas divertidas y gratificantes de la ensefianza de la

modelacién matematica.

Al igual que en otras areas de las matematicas, la evaluacion formativa puede proporcionar un
panorama enriquecedor del progreso de los estudiantes. Por ende, calificar la modelacién no
es solo acerca de calificar los componentes completados o verificar la exactitud matematica,
sino también entender el razonamiento matematico de los estudiantes y responder qué tan
bien este razonamiento justifica el nivel de eficacia del modelo en la resolucion de problemas

del mundo real.

Hay también muchas oportunidades de evaluar a los estudiantes en cada componente del
proceso de modelacion. El Apéndice D presenta algunas preguntas disefiadas para evaluar el
proceso, ala vez que confiere una estructura para dar retroalimentacion significativa. El
vocabulario es lo suficientemente basico para que también los estudiantes se animen a usarlo

para autoevaluarse
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FIGURA 2.4: PREGUNTAS PARA EVALUAR SI LOS ESTUDIANTES ESTAN MODELANDO, USADO CON PERMISO DE LEVY, IMMERSION3

CONCLUSION La modelaciéon matematica desde preescolar hasta segundo afio de secundaria permite a los
nifios usar las matematicas para rastrear la resolucion de preguntas que se hacen
naturalmente acerca del mundo. Esta seccidon, ademas de los ejemplos en los Apéndices,
proporciona disposicion temprana y habilidades para la modelacion matematica que pueden
ser expandidas y ser de influencia en afios posteriores.
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3. MODELACION
MATEMATICA EN MEDIA
SUPERIOR

A medida que los estudiantes avanzan a niveles académicos superiores, el proceso de
modelacidn y los principios guia para la ensefianza de la modelaciéon matematica descritos
anteriormente para primaria y secundaria contintan intactos, aunque el contenido
matematico del curriculo de niveles superiores ofrece a los estudiantes nuevas herramientas
apropiadas para la modelaciéon matematica, como el algebra, la geometria, el precalculo y la

estadistica.

Simultaneamente, las experiencias de vida y los intereses de los estudiantes de niveles
superiores se expanden rapidamente, abriendo la puerta para un arreglo amplio de problemas

para investigar situados en el mundo real.

La modelacion matematica en el marco de los niveles superiores puede tomar muchas formas.
Los modelos pueden ser usados como motivacion para aprender nuevas técnicas y nuevo
contenido. Las actividades de modelacion pequefias pueden ser usadas para reforzar nuevos
conceptos y para ilustrar sus aplicaciones, mientras que las mas extensas ayudan a los
estudiantes a integrar ideas provenientes de secciones diferentes del curso y también de
cursos diferentes. Aunque las restricciones de tiempo aun afectan qué tan a menudo y por
cuanto tiempo los estudiantes pueden participar en los aspectos creativos del proceso de
modelacion matematica, los estudiantes de media superior tienen una mayor oportunidad de
seguir el ciclo de modelacion completo, incluyendo la repeticion o iteracion, para refinar y
extender el modelo. El perfeccionamiento con base en el trabajo anterior es una practica que
define el modo de hacer de la modelacién matematica, pero puede ser muy nueva para los
estudiantes.

Para la mayoria de los estudiantes que no se han involucrado en los tipos de aventuras de
modelacién descritas en este reporte, el énfasis en respuestas correctas tnicas, la ensefianza
de un cuerpo fijo de habilidades especificas y la dependencia en algoritmos matematicos les
ha dado una opinién errénea de las matematicas. Un curriculo de matematicas para media
superior con una estructura que incluya cursos separados de Algebra I, Geometria, Algebra II
y Precélculo contribuye a una idea seccionada de las matematicas. Dentro de esta estructura,
la modelacién matematica amplia la visidén matematica de los estudiantes y demuestra de
forma vivida la conexién que existe entre los temas estudiados, esto debido a que los modelos
involucran frecuentemente una combinacién de geometria, dlgebra y componentes graficos y
estadisticos.
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FIGURA 3.1: EJEMPLO DE UN AVANCE NO LINEAR A TRAVES DEL PROCESO DE MODELACION CON UN SOLO RETROCESO Y REPETICIO

A medida que los estudiantes empiezan a pensar en sus planes futuros y mientras sus

intereses individuales en otros campos crecen, la naturaleza inherentemente
interdisciplinaria de la modelacion puede ayudarlos a ver la extensa y diversa aplicacion de las
matematicas. Con la modelacion, los estudiantes observan como las matematicas pueden
ayudarles a hacer predicciones y proporcionar entendimiento sobre el mundo real. Mas adn,
larealidad puede serles 1til al usar matematicas. Ellos pueden identificar errores
matematicos si sus modelos no producen resultados que sean consistentes con el mundo real.
Este ir y venir ayuda a elevar el estatus de las matematicas. Tal vez, por primera vez, los
estudiantes sean capaces de ver cdmo éstas se relacionan con el mundo real y pueden brindar
entendimiento sobre varios aspectos de sus vidas. El poder de la modelacién ayuda a explicar
por qué, a través de la historia humana, otros campos y disciplinas han hecho uso de ideas y
métodos matematicos. El lugar importante que las matematicas tienen en el curriculo
preuniversitario es una consecuencia del poder que éstas tienen para explicar y brindar
compresion a todas las areas de la vida. Sin importar la trayectoria que la vida del estudiante
tome después de sus estudios superiores, la capacidad de pensar de forma flexible y formular
suposiciones realistas sobre lo que puede pasar cuando el futuro es incierto y el
entendimiento de como las conclusiones pueden ser alcanzadas con base en conocimientos
previos son herramientas muy valiosas para la vida

A medida que avanzan por el curriculo de media superior, los estudiantes se familiarizaran
con muchos de los modelos matematicos de tipo estandar: ecuaciones lineales para modelar el
cambio constante, funciones exponenciales para modelar procesos de crecimiento y declive,
funciones trigonométricas para modelar comportamiento periédico, modelos estadisticos
para datos y probabilidad simple para modelar patrones de azar. Al usar estas herramientas,
especialmente cuando se modifican para encuadrar en un contexto dado, se fortalece el
entendimiento de los estudiantes sobre las ideas matematicas subyacentes en estos modelos y
se facilita su uso en contextos que van mas alla de aquellos para los cuales comenzaron a
aprender. En media superior, los problemas que los estudiantes investiguen pueden ser mas
complejos. Incluso, quizas involucrar mas variables y ofrecer una selecciéon més amplia de



posibles aproximaciones, tanto analiticas como basadas en tecnologia, que aquellas
exploradas en afios anteriores. A este nivel, los estudiantes pueden estar mas familiarizados
con programas y aplicaciones en linea, y emplear habilmente tanto herramientas para graficar
como hojas de célculo, e incluso puede que lleguen a crear programas cortos para la
aproximacion a resultados dentro de la etapa de 1a modelacion Realizar las Matematicas:

Encontrar la Solucion, cuando un método de solucion algebraica sea desconocido.

La forma en que las actividades de modelacion son organizadas en media superior depende de
las experiencias previas de modelacion de los estudiantes. Si la modelacion, como esta
descrita en la seccidon dedicada a primaria y secundaria de este reporte, es una practica
estandar en primaria y secundaria, entonces la ensefianza en el aula para media superior
puede ser mas abierta y construir sobre el entendimiento y habilidades desarrollados
anteriormente. Sila modelacién matematica es nueva para los estudiantes de media superior,
mucho del trabajo inicial descrito para secundaria encajara naturalmente en el curriculo
central de los estudiantes. A lo largo de primaria, los escenarios de modelacion bien disefiados
pueden ser usados tanto por modeladores principiantes como expertos. Los estudiantes
principiantes necesitaran mas apoyo y motivacion, los cuales se encuentran con frecuencia en
la forma de apoyo gradual dentro del planteamiento del problema. Sin embargo, mucha
gradacion puede reducir la forma en que ellos se involucran en los problemas de modelacion y
convertirlos en una experiencia de “pintar con numeros”, mientras que muy poco apoyo
puede resultar en frustracion excesiva. Los modos de apoyo gradual para el trabajo de los
estudiantes estan plasmados en los ejemplos del Apéndice C.

PRINCIPIOS El capitulo 2 presentd cinco principios guia parala modelaciéon matematica de preescolar a
GUIA: MEDIA segundo grado de secundaria. Estos principios son los siguientes:
SUPERIOR - Lamodelacion es abierta y poco clara.
- Cuando los estudiantes estén modelando, deben tomar decisiones genuinas.
- Los problemas de modelacion pueden ser desarrollados a partir de tareas y ocupaciones
familiares.
- Laevaluacion debe enfocarse en el proceso y no solamente en el producto o las piezas.

- Lamodelacion ocurre en equipos.

Cada uno de estos principios es igualmente importante, tanto en el marco de media superior
como en el de preescolar, primaria y secundaria pero no se exponen de la misma forma en las

aulas de educacion media superior.

LA MODELACION ES ABIERTA Y POCO CLARA

La modelacién requiere de una mente abierta tanto de los estudiantes como de los docentes,
asi como de voluntad de explorar, equivocarse y reagruparse, revisar y mejorar y finalmente,
reflexionar sobre lo que su trabajo indica o no acerca del fendmeno que se investiga. Este
proceso es dificil para todos los estudiantes y puede ser particularmente desafiante para
aquellos con un historial de éxito en la clase de matematicas tradicional. Refiriéndonos ala
descripcion dada por Zawojewski, Lesh, y English de la reaccidn inicial de estudiantes a
actividades que dan lugar ala modelacion en el rea de ingenieria, se menciona lo siguiente:

“La frustracion es a menudo la primera reaccion por parte de los estudiantes.
Para muchos, sus experiencias pasadas en la clase de matematicas los han
llevado a creer que cuando se les da un problema, deben ser supuestamente
capaces de buscar, identificar y aplicar inmediatamente el procedimiento




correcto. Por ende, cuando son incapaces de identificar un procedimiento
particular al instante, sienten que el problema es muy exigente o que el

docente prepard muy poco a los estudiantes para el trabajo en cuestion”’.

Aprender a apoyar el trabajo de los estudiantes sin dirigirlos demasiado es un nuevo reto para
muchos docentes y uno que toma tiempo y experiencia para dominar. En esencia, los
docentes deben comprender lanocién de brindar motivacion y apoyo sin proporcionar una
respuesta, lo que es esencial para el crecimiento de los estudiantes dentro de la modelacion.
Es importante que los docentes sepan que el respetar las ideas de los estudiantes y sus
enfoques, asi como la habilidad de proporcionar tanto validacion apropiada como
correcciones mientras se ofrece apoyo moral y se evita dirigirlos demasiado son patrones que
pueden ser aprendidos y convertirse en algo muy comun al interactuar con los estudiantes y
sus ideas, pero que efectivamente en un inicio, esto requiere fuerza de voluntad. Lograr estar
comodo con el nivel y tipos de apoyo necesarios puede ser dificil. Zawojewski, Lesh y English
explican:

“Los estudiantes piden con frecuencia ayuda a los docentes, especialmente
durante las primeras actividades que dan lugar a la modelacion. Es dificil para
los docentes negarse a responder, sin embargo, la meta es dejar la resolucion
del problema alos estudiantes. Incluso, muchos estudiantes y docentes
encuentran dificil tolerar las aproximaciones ineficaces y las direcciones
equivocadas que surgen comunmente durante las etapas tempranas de la
modelacidon. El docente puede encontrar que, al principio, es mejor
mantenerse fisicamente lejos de los grupos, ya que los estudiantes trataran de

conseguir que éste les indique cdmo resolver el problema”?.

Alolargo de este proceso poco claro, los estudiantes generaran estrategias que seran nuevas
para el docente, lo que puede ser tanto energizante como intimidante para los que son nuevos
en esta experiencia. El dicho comtn en educacion, “se aprende un tema mas profundamente
al ensefarlo”, es sumamente claro en el ejercicio de la modelaciéon matematica. Ensefiar a los
estudiantes a modelar usando matematicas es, en si mismo, una tremenda oportunidad de
desarrollo profesional para cualquier docente involucrado en esta tarea. Como docentes de
modelacion matematica en la educacion media superior, es increible cuanta claridad y lucidez
se obtiene, tanto por medio de los errores de los estudiantes como de sus éxitos, cuando su
pensamiento matematico los lleva a estrategias nuevas y creativas e iluminadoras. La
modelacion revela frecuentemente el razonamiento del estudiante, incluyendo sus ideas
equivocadas, de formas que mejoran la enseflanza. Las experiencias que tienen los docentes al
trabajar con problemas de modelacion extensivos con sus estudiantes incrementan la

madurez y competencia matematica de todos los involucrados.

Como ejemplo de desconcierto inesperado, considere el problema de 7iros Libres® que se
describe a continuacion. Parece ser un problema estandar para una tarea de Algebra II%, pero
no es asi cuando el mundo real es seriamente tomado en cuenta. El problema es presentado
tal cual ocurrid, pero los nombres pueden ser actualizados a jugadores mas actuales o locales,

si asi se desea.

Es comiin que en Estados Unidos la secuencia tradicional de estos temas dentro del programa en la media
superior sea Algebra I, Geometria, Algebra I y Precalculo.




Michael Jordan es un jugador de baloncesto de Carolina del Norte. El otro dia,
estaba viéndolo jugar en la television. Mientras se movia hacia la canasta, se le
infringi6 una falta. El presentador dijo que Michael Jordan estaba anotando el
78% de sus tiros libres. Fall6 el primer tiro y anotoé el segundo. Mas tarde en el
juego, se le infringio otra falta. Esta vez, el presentador dijo que Michael Jordan
estaba anotando el 76% de sus tiros libres. Determina el niimero de tiros libres
que Jordan intent6 y cuantos llevaba anotados hasta este momento de la
temporada.

PROBLEMA 3.1: TIROS LIBRES

Este problema no teniala intencion de ser una sesion de modelacion para la clase, sino solo un

ejercicio diario. Trabajando en grupos, los estudiantes tomaron unos minutos para escribir
las ecuaciones apropiadas para las tasas de éxito. Usando xpara representar el nimero de
intentos y la incégnita ypara el ntimero de tiros exitosos, la tasa inicial de éxito fue expresada

como:

2=10.78
x
Y pararepresentar la tasa después de anotar un tiro libre y fallado otro, escribieron:

¥ =076
Los estudiantes resolvieron la ecuacién diligentemente y encontraron que x= 26y que y=
20.28. Por ende, antes de esa primera falta, Michael Jordan habia anotado 20.28 tiros de 26
intentos. Puede que le sorprenda la cantidad de estudiantes que estuvieron satisfechos con
esta solucion. Dado que sus ecuaciones estaban bien planteadas y siguieron el procedimiento
ensefiado de forma correcta, los estudiantes esperaron que su solucion fuera también
correcta. Los estudiantes mas reflexivos reconocieron que tanto xcomo ydebian ser enteros y
por ende redondearon la solucién a 20 de 26 tiros.

Pero, ino tan rapido! Tomando en cuenta cuatro decimales, el nimero racional 20/26 es
0.7692 y este nimero es redondeado a 0.77 0 77%, no 78%. ¢Acaso el estadistico o el
presentador cometieron un error? Es momento de discutir en clase las suposiciones
subyacentes de nuestros calculos.

Si Michael Jordan habria anotado 20 de 26 tiros, no hubiésemos esperado que el presentador
dijera: “Michael Jordan esta anotando 76.92% de sus tiros libres.” El redondearia el niimero y
diria: “Michael Jordan estd anotando 77% de sus tiros libres”. La poca claridad del problema
se basa en que nuestros nimeros iniciales, 78% y 76%, son ambos valores redondeados. Asi
que, en lugar de empezar con las ecuaciones

Y =0.78
X
1 _0.76
xX+2



Tendriamos que haber empezado con las desigualdades:
0.775 < 2 < 0.785

0.755

I\

Y1 0.765
xX+2

A través de la discusion llevada a cabo con toda la clase, llegamos al verdadero modelo
matematico. Dado que los porcentajes expresados fueron redondeados, en lugar de un
sistema de dos ecuaciones, tenemos un sistema de cuatro desigualdades lineales. Resolver
este nuevo modelo implica una region limitada por cuatro lineas, un tema incluido en muchos
cursos de Algebra 1I.

El problema cambié de una forma que no fue anticipada cuando el docente lo creé. Los
calculos matematicos a realizar han tenido que ser modificados porque en la modelacion se
requiere que tomemos seriamente al mundo real. Este es un atributo fundamental de los
modelos matematicos.

CUANDO LOS ESTUDIANTES MODELAN, DEBEN TOMAR DECISIONES
GENUINAS

A nivel del desarrollo, los estudiantes de media superior se encuentran activamente buscando
independencia y la validacién de su individualidad y de sus ideas. A diferencia de las
matematicas tradicionales, donde hay un solo camino a una tinica respuesta correcta, la
experiencia de la modelacion, incluyendo el trayecto, la solucion y la interpretacion de esta
ultima, toma forma a partir de elecciones genuinas hechas por los estudiantes. Por lo tanto,
incorporar la modelaciéon matematica en su docencia le da el poder de invitar a sus
estudiantes a ser participantes activos dentro de la creacion de sus propias matematicas.

La extensidon en la que las posibles decisiones de los estudiantes de media superior varian
depende del nivel de modelacidon que se emplee en laleccion. Como en niveles anteriores,
algunas veces los estudiantes seran involucrados solamente en una parte del ciclo de
modelacidn o se usara el contexto de la modelacion inicamente para reafirmar un
procedimiento en particular que pueda ser usado mas creativamente en experiencias
posteriores.

Como ejemplo de un problema que usa solamente una porcion del ciclo de modelacién y que a
lavez permite a los estudiantes escoger entre una variedad de elecciones y decisiones,
considere el problema de ¢Cudl computadora?*.



Lajunta escolar ha decidido que cada clase de matematicas podra comprar una computadora para
demostraciones dentro del salon de clase. Tu profesor les pide ayuda para determinar cual de las
computadoras se va a comprar. El grupo encuentra una columna de Consejos del Consumidor que
califica las diferentes computadoras que el profesor puede escoger. La guia del consumidor otorga
calificaciones de 0 a 10 a las computadoras en los rubros de Rendimiento y Facilidad de Uso. Una
calificacion de (0, 0) indica un terrible rendimiento y mucha dificultad de uso, mientras que una
calificacion de (10, 10) indica una computadora perfecta.

¢Cual crees que es la mejor computadora? Explica como usaste matematicas para comparar las
computadoras.

COMPUTADORA | RENDIMIENTO | FACILIDAD DE USO
A 6.4 8.5
B 7.3 7.5
C 9.3 3.8
D 8.8 6.0
E 7.3 6.0
F 5.5 9.7

PROBLEMA 3.2: ;CUAL COMPUTADORA?

Hay varias formas para determinar criterios y establecer cudl es la mejor computadora. Para
todas ellas, un primer paso puede ser graficar los datos. Observar una larga lista de nimeros
rara vez dice lo que se necesita y, a menudo, hace de las comparaciones una tarea dificil. Es
mas facil observar los datos si estan graficados en un plano cartesiano. Entre mas extremos a
la derecha estén los puntos, mejor es el rendimiento de la computadora que representan,
mientras que entre mads arriba esté un punto en el plano, la computadora sera mas facil de
usar. Por lo tanto, queremos computadoras cuyos puntos estén a la extrema derecha y muy
arriba. Si una computadora estuviera en el punto mas alto hacia la derecha y arriba
respectivamente, ciertamente escogeriamos esa. Sin embargo, las computadoras de alto
rendimiento parecen ser las mas dificiles de usar.

Al observar la grafica, es claro que la Computadora C tiene el mejor rendimiento, segin la
calificacion de Consejos del Consumidor. Es también la mas dificil de usar. Por otro lado, la
Computadora F es la mas facil de usar, pero tiene el rendimiento mas mediocre. Las
Computadoras A, B, D y E tienen todas buen rendimiento y son razonablemente faciles de
usar.
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FIGURA 3.2: GRAFICA DE FACILIDAD DE USO VS RENDIMIENTO

Las estrategias comunes de los estudiantes implican encontrar la medida total mas grande.
Para algunos, esto significa encontrar la suma mas grande de las variables, mientras que para
otros significa encontrar el producto mas grande. En cualquier caso, los estudiantes pueden
calcular los puntajes resultantes de las computadoras de forma directa y obtener una
clasificacion final para los criterios.

Usar la suma de medidas como la métrica es lo equivalente a observar graficas de la forma

P+ E =K, que son lineas en el plano P - E. Esta interpretacion nos indica que la mejor
computadora es aquella posicionada en la linea con la interseccion vertical mas alta entre
todas las lineas y con pendiente -1. La estrategia que contempla el producto mas grande
también lleva a diferentes interpretaciones geométricas, pero igual de utiles. Ademas, los
estudiantes pueden inventar otros criterios para definir cudl es la mejor, como la distancia de
(0,0) o proximidad a (10, 10). Los estudiantes podran también explorar las conexiones entre
las interpretaciones simbolicas y graficas de estas estrategias. Independientemente de
aquellas que los estudiantes escojan, cada método permitira darle una recomendacidn al
director. Sus elecciones pueden ser validadas y sus estrategias comparadas graficamente, y en
el proceso, los estudiantes combinan la expresion algebraica de la métrica comparativa con su
representacion geométrica.

LOS PROBLEMAS DE MODELACION PUEDEN SER DESARROLLADOS A
PARTIR DE TAREAS FAMILIARES

La modelacién ofrece un método para que los estudiantes se acerquen a utilizar, a través del
uso de contextos familiares, una variedad de herramientas matematicas, tanto aquellas
requeridas por el CCSSM, asi como las herramientas emergentes no mencionadas en estos
estandares, muchas de las cuales son ttiles dentro de las nuevas tecnologias y las aplicaciones
emergentes. Estas herramientas incluyen redes, ecuaciones en diferenciales lineales,



aplicaciones de hojas de calculo, argumentos probabilisticos y analisis estadisticos, entre
otros.

Como se enfatiza en niveles anteriores, no es necesario realizar todo el proceso de modelaciéon
para practicarlo. Algunos fragmentos de modelacion pueden ser filtrados en las lecciones
diarias, cuando se les da a los estudiantes de 10 a 15 minutos para trabajar juntos,
brindandoles la oportunidad de extender las lecciones y tomar algunas decisiones acerca de

qué hacer y como interpretar su trabajo.

En el problema ¢Cudl computadora?, los estudiantes han decidido como conjuntar dos
medidas diferentes y justificar sus elecciones. El tipo de informacion dada en este problema,
en el que ciertos elementos son calificados en diversos rubros, es muy comun y los estudiantes
reconoceran la situacion cuando comparen automaviles, televisores y otros bienes

consumibles, incluyendo instituciones de educacion media superior y universidades.

En estos escenarios, los estudiantes pueden escoger entre una variedad de maneras para
combinar las dos medidas dadas para cada computadora. Sin embargo, estas opciones son
limitadas. El centro de una lecciéon basada en problemas de este tipo puede ser las conexiones
entre expresiones algebraicas y la geometria en el plano representando dichas expresiones.
En estos escenarios, el componente de la modelacion es un medio para conseguir un objetivo,
pero la experiencia y muchos escenarios como éste ayudan a preparar a los estudiantes aver a

la modelacion como un fin en si mismo.

Al usar pequefias decisiones de modelacion provenientes de experiencias familiares como
ésta, muchas de las caracteristicas importantes de la modelaciéon matematica pueden encajar
adecuadamente en las lecciones diarias. Dichas tareas de modelacion ayudan a los estudiantes
aencontrar sentido a las matematicas que estan aprendiendo e ilustrar vividamente la

importancia de éstas en el entendimiento del mundo que experimentan diariamente.

LA EVALUACION DEBE ENFOCARSE EN EL PROCESO Y NO SOLAMENTE
EN EL PRODUCTO

En la descripcion de la modelacion matematica hecha por estudiantes de ingenieria durante
actividades que introducen al uso de este proceso, conocidas comtiinmente como MEA
(Actividades Generadoras de Modelos) en programas de ingenieria, Lesh y Doerr observan
que:

“... estas descripciones, explicaciones y construcciones no son simples procesos
que los estudiantes usan en el camino a la produccidn de respuestas, y no son
simples epilogos que los estudiantes proporcionan después de que las
respuestas han sido producidas. Estos SON los componentes mas importantes
y necesarios de las respuestas. Asi que, iel proceso es el producto!”®.

Aunque Lesh y Doerr estaban describiendo aplicaciones de modelacion matematica en la
ingenieria, sus observaciones se transfieren facilmente a todas las experiencias de
modelacion. De hecho, el proceso es el producto.

Este entendimiento de la naturaleza esencial del proceso de modelacidon es muy importante
para docentes, estudiantes, padres y administradores. Todos estos grupos estan
familiarizados con el valor de los productos del trabajo matematico, donde pruebas

cronometradas periddicas son hechas para evaluar las competencias de los estudiantes en los




procedimientos que estan siendo usadas. Por ejemplo, en dichas evaluaciones, los estudiantes
esperan alcanzar, en algunas semanas, un nivel de competencia mas alla del 70%, lo que sea
que eso signifique. Se espera que los estudiantes sean al menos competentes al 70% después
de las primeras tres semanas de material, e igualmente competentes en las siguientes tres, y
asi alo largo de todo el afio.

Pero los estudiantes no seran competentes en una tarea compleja, multidimensional e
iterativa como la modelacion matematica en sus etapas mas tempranas. Ellos experimentaran
dificultad, y pueden sentir que estan fallando o que fallaran. Los padres también pueden
sentir que sus hijos fracasan y creer que los docentes no estan haciendo su trabajo, dado que
los estudiantes estan siendo evaluados y calificados a través de material que los docentes no

han, de manera consciente, ensefiando a los estudiantes.

Las metas y el proceso de la modelacion matematica necesitan ser explicados cuidadosa y
claramente a todos los involucrados y el proceso de evaluacion y el papel que ésta juega en
valorar el rendimiento de los estudiantes, tipicamente expresado con una calificacion, debe
de ser aclarado para todos.

Las preocupaciones de los estudiantes y los padres sobre las calificaciones pueden ser
disminuidas significativamente si las experiencias de modelacion son cuidadosamente
escalonadas alo largo del afio, no solo a través de cada tarea individual, sino con una coleccion
de tareas a lo largo del aflo. Los problemas iniciales comienzan con mas apoyo y les brindan
oportunidades para construir fortalezas tempranamente. A medida que los estudiantes
progresan, estos apoyos son reducidos para permitir que los estudiantes contintien
perfeccionando estas habilidades mientras que desarrollan otras nuevas. Sila evaluacion
incluye tanto retroalimentacion sobre todo el proceso como calificaciones para las
habilidades objetivo y si su escala es determinada de forma adecuada al inicio del afio,
entonces las metas de estimular el desarrollo de habilidades de modelacidn y el crecimiento
dentro de todo este proceso produciran mucho menos rechazo por parte de estudiantes y

padres que son fuertemente motivados por las calificaciones.

Como se describe en otras secciones de este documento, la modelacion matematica puede ser
usada para motivar la introduccién de contenido nuevo, aplicar procedimientos aprendidos
anteriormente y conjuntar diferentes conceptos matematicos. En estas lecciones, la
modelacion es un medio para algtn otro fin y es utilizada para mejorar el entendimiento y la
facilidad para usar las herramientas matematicas ensefiadas en un curso especifico en los
estudiantes. Es dificil evaluar la practica de la modelacién matematica usando una prueba
cronometrada provista durante el periodo de clase, pero el manejo del contenido aprendido a

través de la modelacion puede ser evaluado usando herramientas estandar.

Cuando el enfoque y las actividades de modelacion
son usadas al servicio del aprendizaje de otro
contenido, se enriquece la experiencia de clase y se
involucran los intereses de los estudiantes, siendo
ésta una buena forma de iniciar el proceso de
modelacion, ya que uno de los usos mas importantes
de la modelacion en el salon de clases es la
experiencia de crear todo un modelo por si mismo.
Surge una reaccion de exaltacion positiva ademas de

un nivel de posesion que pueden ser transformativos




para los estudiantes. Como coment6 un docente de educacion media superior: “la modelacion
matematica no solo cambia su relacidon con las matematicas, sino su percepcion de si mismos

y surelacién con la materia”.

Valorar la comodidad y las capacidades de los estudiantes en el proceso de modelacion es un
reto mas grande que evaluar el conocimiento matematico aprendido a través de los ejemplos
de modelacion. El proceso de modelacion, las interacciones entre miembros del equipo, el
movimiento de un paso en el proceso a otro y de regreso, todo debe ser observado en tiempo

real amedida que los estudiantes trabajan juntos con un problema desafiante.

Evaluar Caminando Alrededor del Salon es una habilidad importante que el docente debe
desarrollar y que es aprendida con tiempo y experiencia. Escuchar las conversaciones de los
estudiantes, preguntarles por el estado de sureporte y obtener una historia de su trabajo, con
sus defectos e imperfecciones, le permite al docente observar el progreso de los estudiantes al
hacer modelacion y también le da la oportunidad de apoyar a los estudiantes cuando estan
atascados, cimentando confianza. Para mas informacidn sobre la evaluacion de la modelacion
vea el Apéndice D.

Los buenos problemas de evaluacion requieren matematicas que estén dentro del alcance de
los estudiantes. El asunto por evaluar no es silos estudiantes pueden resolver el problema

planteado, sino la forma como resuelven el problema. Recuerde, el proceso es el producto.
Los siguientes ejemplos ayudan a ilustrar algunas posibilidades.

Este ejemplo esta basado en el problema Manejar para conseguir Combustible discutido en el
Capitulo 1 como ejemplo de un problema accesible alos estudiantes en su experiencia
temprana de modelacion. En esta seccion, al pensar en este problema como una evaluacion

potencial, asumimos que los estudiantes no han trabajado atn con este ejemplo.

Todo conductor reconoce las fluctuaciones en el precio del combustible que
ocurren semanalmente. Las aplicaciones moviles pueden mapear los precios
de las estaciones de combustible y su ubicacién y, en algunas areas, una
estacion de radio local tiene un reporte especial sobre la ubicacion de la
estacion con el menor precio por litro de combustible regular. Por supuesto,
es probable que ésta se encuentre atravesando la ciudad, en otro punto de
donde tu te encuentras manejando.

Si conoces las ubicaciones y los precios de varias estaciones de combustible,
cen cual estacion deberias comprar combustible? ;Importa si piensas que
estas comprando litros de combustible o kilometros de viaje? Desarrolla un
modelo que pueda ser usado por conductores de diferentes automoviles, que
les diga qué tan lejos deberian estar dispuestos a manejar con base en las
especificaciones de su carro.

Entrega cuatro diapositivas de PowerPoint, una con las suposiciones, otra
con el modelo matematico y dos que muestren la pantalla de una aplicacién
basada en tu modelo. La primera pantalla de la aplicaciéon debe pedir

PROBLEMA 3.3: MANEIAR PARA CONSEGUIR COMBUSTIBLE




Presentar y compartir su trabajo en forma oral y escrita es un aspecto importante del proceso
de modelacion y la retroalimentacion que los estudiantes reciben del docente y sus
compafieros es importante en su desarrollo como modeladores. Pero escribir un reporte
completo o documento para cada proyecto puede consumir mucho tiempo a los estudiantes y
limitar sus oportunidades de involucrarse en la modelacion. La tarea anterior, Manejar para
conseguir Combustible, muestra un proceso reducido de informe para el proyecto que es
divertido para los estudiantes y disminuye el tiempo de preparacion requerido, asi como el
tiempo que el docente ocupa revisando su trabajo, y a la vez permite que los estudiantes
desarrollen un modelo completo.

Otra alternativa, usando el mismo contexto, muestra como los docentes pueden estructurar la
evaluacion de forma temprana en la experiencia de modelacidn de los estudiantes al ofrecer
uno o mas ejemplos especificos para que éstos los analicen. El proceso de crear ejemplos
especificos es un componente importante de la modelacion matematica y proporcionar
dichos ejemplos ayuda a los estudiantes a ver su importancia y utilidad. A continuacion, se
muestra un ejemplo.

La estacion A se encuentra en la ruta normal de tu casa a la escuela y esta vendiendo
combustible esta semana a USD 1 por litro, mientras que la estacién B, que estaa 10
km de tu ruta normal, esta vendiendo combustible a USD 0.95 por galén. La estacion C
vende el combustible mas barato, pero esta a 15 km fuera de tu ruta. Tu automavil
rinde 12 kilémetros por litro (km/1) y el de tu amigo que vive cruzando la calle rinde 4
km/l. ;Deberias manejar a la estacion B o la estaciéon C por combustible? Explica tu

respuesta.
USD 0.90
USD 1.00

15 km

ESCUELA

10 km ﬂ USD 0.95

FIGURA 3.3: EJEMPLO ESPECIFICO PARA ANALISIS DEL PROBLEMA MANEJANDO POR

COMBUSTIBLE

A partir de este ejemplo especifico, los estudiantes pueden empezar a reflexionar sobre las
variables importantes en el problema. Claramente, la distancia y el kilometraje por litro de
combustible juegan un papel, pero también, escondido en el problema, estd la cantidad de
combustible a ser comprada que estd relacionada con el tamafio del tanque de combustible.
Aunque la evaluacion del proceso de modelacion puede hacerse centrandose en ciertos
aspectos de dicho proceso en formas que encajan dentro del periodo estandar de clase, en
algun punto del afio es importante que los estudiantes se involucren en el proceso completo a
lo largo de varios dias para experimentar como se colocan todas las piezas juntas.

®




Diversas alternativas para solucionar el problema general de Manejando para conseguir

Combustible son presentadas en las secciones de ejemplos del Apéndice C de este documento.

LA MODELACION OCURRE FRECUENTEMENTE EN EQUIPOS

En el documento del US Department of Labor (Departamento del Trabajo de EU), Soft Skills
Pay the Bills (Las Habilidades Sociales Pagan las Cuentas),1a habilidad de trabajar en equipo
ocupa el tercer lugar dentro de las habilidades necesarias en el mercado laboral de hoy y
mafana.

“La habilidad de trabajar como parte de un equipo es una de las mas
importantes en el mercado laboral de hoy. Los empleadores estan buscando
trabajadores que puedan contribuir con sus propias ideas, pero también
quieren que puedan trabajar con otros para crear y desarrollar proyectos y
planes””’.

Los problemas de modelacion motivan a los estudiantes a contemplar procedimientos
estandar de nuevas formas y a observar coémo las matematicas pueden traer conocimiento y
entendimiento a situaciones de la vida diaria. Al trabajar en un proyecto, también aprenden
mucho sobre el tema de interés, como ecologia, justicia social o ingenieria. Al trabajar en
grupo o en equipo con problemas de modelacion, los estudiantes brindan diferentes
perspectivas, experiencias y habilidades al proceso. Los estudiantes fusionan todo esto ala
par que toman decisiones acerca de qué atributos son mas importantes para el modelo y de
como representar estos atributos, por ejemplo, a través de graficas, funciones, simulaciones,
entre otros. Ademads, aprenden a presentar su trabajo a alguien que no ha sido parte de la
discusion. Los estudiantes retinen procedimientos de geometria, estadistica y dlgebray los
combinan de diferentes formas, lo que hace que estos conceptos y procedimientos
matematicos estén mas ricamente conectados y sean mas entendibles y, con su uso, sean mas
facilmente accesibles bajo nuevos contextos.

Los problemas de modelacion ponen una prioridad alta en la comunicacién entre miembros
de un equipo, asi como entre el equipo y aquellos fuera del grupo. Las actividades de
modelacidn apoyan los estandares académicos para el desarrollo del lenguaje de formas
significativas y colocan carga adicional a los estudiantes que estdn aprendiendo el idioma que
se usa habitualmente en clase y que deben ser atendidos en el aula. Dada la naturaleza
contextualizadora de la modelacién matematica, estos estudiantes pueden tener dificultades
al entender el problema y comunicar sus resultados. Sin embargo, a través del proceso de
modelacidn, estos estudiantes también tienen la oportunidad de desarrollar ain mas sus
habilidades de lenguaje, siempre y cuando usted o los miembros de su grupo les proporcionen
el apoyo necesario.

El aspecto abierto de la modelacién matematica, la variedad de alternativas para abordar el
problema, la necesidad de presentar e interpretar claramente las ideas detras del modelo y la
necesidad de aplicar la modelacion a una variedad de situaciones del mundo real, se combinan
para crear oportunidades para que cada estudiante, de manera individual, contribuya de
muchas formas al trabajo del grupo. Es importante apoyar a los estudiantes a medida que
trabajan juntos, para facilitar su cooperacion y permitirles aprender de ellos mismos.

La seleccion de comparieros de equipo es una responsabilidad importante para el docente.
Los buenos grupos de modelacion son diversos. Son a menudo las colaboraciones de
diferentes habilidades, experiencias de vida y puntos de vista las que llevan alos enfoques mas

®



interesantes de los problemas. Darles a los estudiantes oportunidades para trabajar en grupos
diferentes y jugar diferentes papeles dentro de estos grupos es importante para desarrollar
sus habilidades de modelacion. Por lo tanto, todos los problemas tipicos producto de la
dinamica de un grupo de estudiantes deben ser considerados al crear y apoyar grupos de
estudiantes. Como se sefiala en Usando Grupos de Trabajo en la Instruccion Matematica,
“como cualquier plan de organizacion, el valor del trabajo en grupos recae no en el uso del
método, sino en la calidad de la implementacion”®. Los grupos de modelacion no son
diferentes, aunque usualmente la tarea presentada a los estudiantes es mas interesante y

motivadora que el trabajo habitual de clase.

El trabajo en equipo es también importante en muchas tareas al permitir que éste sea
dividido, haciendo posible completarlas dentro del tiempo asignado de clase. El problema de
Irrigacion proporciona un ejemplo de cémo un grupo trabajando en conjunto puede
desarrollar un modelo que podria ser mas largo y tedioso para completar por un solo

estudiante.

Un sistema de irrigacion lineal consiste en una tuberia de agua posicionada
sobre ruedas que la mantienen por encima del nivel de las plantas. Varias
boquillas son colocadas a lo largo de la tuberia y cada boquilla rocia agua en
una region circular. Todo el sistema se mueve lentamente a lo largo del terreno
a velocidad constante, regando las plantas que se encuentran por debajo
mientras se mueve. Tienes 100 metros de tuberia y 6 boquillas disponibles. Las
boquillas liberan un rocio relativamente uniforme dentro de una region
circular de 15 metros de radio. ;Qué tan lejos deben colocarse las boquillas
para producir la distribuciéon mas uniforme de agua en un campo rectangular
de 100 metros?

PROBLEMA 3.4: EL PROBLEMA DE IRRIGACION

En este problema, los estudiantes deben darse cuenta de que la cantidad de agua rociada en un
punto en particular en el terreno por una sola boquilla es proporcional ala longitud de la
cuerda geométrica del circulo de la boquilla que pasa por ese punto. Las areas del terreno
regadas por dos cabezales de aspersion reciben una cantidad de agua proporcional a la suma
de las longitudes de las cuerdas. Los estudiantes pueden acercarse al problema cuando

reconozcan las cuerdas encontradas a cada metro alo largo de la tuberia. Deben llegar a



reconocer, o que se les asista a reconocer, que solo necesitan considerar la porcion del terreno

entre dos boquillas adyacentes.

Los estudiantes al usar hechos algebraicos o geométricos encontraran que la longitud de una
cuerda de x metros desde el centro de una boquilla es de 2y = 2 V152 — x2. Si las boquillas
estan separadas por Dmetros, entonces el punto que esta a xmetros de una boquilla es
también a D- xmetros de laboquilla colindante, permitiendo el cdlculo de lalongitud de la
cuerda correspondiente en un circulo de regado.

El trabajo en equipo permite al grupo de cuatro estudiantes calcular las longitudes de todas
las cuerdas a intervalos de un metro entre las dos boquillas rapidamente. Los estudiantes
deben darse cuenta de que no hay distancia entre boquillas que dé una distribucion
completamente uniforme de agua a través del terreno. Por lo tanto, necesitan definir una
medida de uniformidad en la distribucion, tal vez a partir de la inspeccién de las boquillas

colocadas lo mas cerca y lo mas lejos posible, representando casos extremos.

SOY NUEVO EN Como ha sido ilustrado en la seccién anterior, el proceso de modelacién es largo, poco claro y
LA MODELACION. muchas veces demandante para los estudiantes, siendo ala vez tanto energizante como
¢ POR DONDE agotador. Esto puede ser igual o incluso mas para los docentes. Entonces, cdmo se puede
EMPIEZO? realizar la transicion de problemas de libro de texto estandar al ciclo completo de modelacion

sin sentirse totalmente agobiado?

Existen varios principios guia en este sentido:

- Empiece con poco.

- Escalone sus experiencias iniciales con preguntas que conduzcan a la discusion en clase.

- Use experiencias comunes, de todos los dias, para motivar el uso de las matematicas.

- Useescenarios de modelacion pequefios que requieran solo uno o dos componentes del
ciclo de modelacion completo.

- Comparta sus metas y practicas instruccionales con padres y administradores.

EMPIECE CON POCO

Introduzca gentilmente los problemas y actividades de modelacion. Empiece con problemas
de aplicacion e investigaciones pequeiias y bien estructuradas usando preguntas capciosas
para ayuda a dirigir el progreso de los estudiantes. Use preguntas que les den a los estudiantes
algunas prescripciones sobre cémo formular sus propias preguntas y como modificar sus
primeras ideas y mejorarlas.

Como ejemplo, considere el problema de la distribucién de fondos de ayuda. Para una
discusidon mas detallada, dirijase al Apéndice C.



Los huracanes, terremotos, inundaciones, tornados, accidentes industriales,
accidentes de aviacion y otros desastres similares ocurren con inquietante
regularidad y causan la pérdida de propiedad, sufrimiento personal y algunas
veces la pérdida de vidas. Tras un desastre natural, gobiernos locales o
nacionales (u organizaciones privadas) pueden crear un fondo de ahorro (o
acopio de ropa, tiendas, comida, etc.) dedicado a ayudar a las personas o
comunidades afectadas por la tragedia a través de la reconstruccion o el
manejo de pérdidas. Por desgracia, el capital de estos fondos no es, con
frecuencia, lo suficientemente cuantioso para cubrir todas las peticiones
legitimas que son hechas para la disposicion del dinero asignado a aliviar el
sufrimiento.

Inventa un sistema justo para que el administrador del fondo distribuya la
cantidad total de E délares a los peticionarios.

PROBLEMA 3.5: DISTRIBUCION JUSTA DE FONDOS DE AYUDA

Para los modeladores expertos, el planteamiento anterior puede ser todo lo que necesitan

para comenzar. Los estudiantes crearan sus propios ejemplos y desarrollaran diversos
procedimientos para comparar. Pero para los principiantes, esto seria totalmente agobiante.
Asi que, empecemos con poco a través del uso de preguntas exploratorias para que los
estudiantes las consideren. Hacemos que el problema sea similar a algunos ejercicios que
ellos han trabajado en el pasado, pero con algunas preguntas abiertas al final.

Puede empezar dandoles a los estudiantes una lista de métodos posibles (Problema 3.6) para
que los analicen y discutan. Esto limita su creatividad, pero les brinda sugerencias de posibles
rutas para solucionar el problemay les ayuda a sentirse gradualmente mas comodos con
problemas cada vez mas abiertos, despejando el camino hacia una modelacidén mads creativa
mas adelante. No tema graduar el trabajo de esta forma desde el inicio, pero no contintie
haciéndolo por siempre. El apoyo gradual es una ayuda a la modelacidn, en particular al
comienzo, pero la verdadera modelacion viene solamente después de que esta ayuda es
suprimida.

Después de que los estudiantes han considerado la definicion de justicia subyacente en cada
modelo, pidales crear un ejemplo que pueda ilustrar una debilidad en cada procedimiento.

6Como maneja cada método mas de una peticiéon? Compare los métodos y decida cual es el
mejor. Supongamos que:

- Hay USD 1000 disponibles con solicitudes de A: 200, B: 400 y C: 600

- Hay USD 1000 disponibles con solicitudes de A: 1000, B: 1200 y C: 1600

- Hay USD 1000 disponibles con solicitudes de A: 800, B: 1000 y C: 1200

Finalmente, haga que los estudiantes desarrollen y defiendan su propio método para
distribuir justamente los fondos.



Supongamos que el fondo de ahorros E equivale a USD 210 y el peticionario A
tiene una solicitud comprobada de USD 160 y el peticionario B una de USD 100.
Varios métodos han sido propuestos para distribuir los fondos necesarios.
Para cada método, realice los calculos indicados y anote dos o tres enunciados
para describir en términos coloquiales la definicion de justicia que ha sido
usada.

- Patrimonio de entidades: cada peticionario debe ser tratado como una
entidad y la cantidad E es dividida en partes iguales entre todos los
peticionarios.

- Equidad de pérdidas: este método le da a cada peticionario una cantidad igual
de pérdida. Sile damos a A un niimero a de unidades y a B un niimero b de
unidades y tienen pérdidas iguales, tenemos las ecuacionesa+ b =210y
160-a =100 - b.

- Completar las peticiones: en este método, consideramos los fondos como
fluidos, azul en nuestros diagramas, y las solicitudes como contenedores de
vidrio cuyas alturas representan el tamafio de las solicitudes. Llenamos los
contenedores que representan las solicitudes con el fluido, y asi detenemos el
llenado cuando se alcance el tope de un contenedor de solicitudes. El resto del
fluido completa lo que resta para los demas peticionarios hasta que los fondos
han sido distribuidos.

- Ganancias proporcionales: asigna a cada peticionario una cantidad
proporcional al tamaiio de su solicitud. Dado que la solicitud de A es USD 160 y
la B es USD 100, la solicitud de A es 1.6 veces mas que la de B, por lo que
1.6x+x=210.

PROBLEMA 3.6: DISTRIBUCION JUSTA DE FONDOS DE AYUDA (CONTINUACION)
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Como se presenta aqui, este problema tiene algunas caracteristicas de la modelacion
matematica y representa un punto medio entre un problema abierto y una tarea habitual. Los
estudiantes necesitan tratar diversos métodos basados en diferentes suposiciones sobre lo
que es justo. Cada procedimiento es correcto en relacion con esas definiciones. Pero la
estructuracion del problema ayuda a dirigir la reflexion de los estudiantes a la ilustracion de
diversas formas bajo las cuales el problema puede ser considerado. Pedir otros métodos que
no son parte del problema es una herramienta importante sila meta es preparar a los
estudiantes para abordar actividades de modelacion abiertas. Si se toman pasos pequefios de

forma consistente, esto puede llevar a grandes logros.

El Apéndice C contiene un ejemplo extendido de este problema de division justa, con una
variedad de métodos que van desde aquellos usados en la Edad Media hasta ideas modernas
merecedoras del premio Nobel. Ademas de los modelos, el problema presenta un vistazo
bastante interesante ala historia del problema acompariada de bibliografia.

ESCALE EXPERIENCIAS INICIALES CON PREGUNTAS EXPLORATORIAS
Y DISCUSION DE CLASE

Puede empezar cada problema con pequefias discusiones de grupo para ayudar a los
estudiantes a comenzar. Después de la discusion inicial en grupos, retinalos para una
discusion en clase de forma que todos tengan un entendimiento claro del problema e ideas de
como podrian aproximarse a él. Asegurese de dejar algunas ideas sin discutir. Reunir a los
estudiantes después de algo de tiempo trabajando los ayudara a seguir avanzando y les
permitira beneficiarse de las complicaciones que otros grupos han encontrado, asi como de
los avances que han hecho. Tratar a los grupos de estudiantes como equipos de investigacion
separados trabajando en diferentes direcciones, pero con la misma meta y compartiendo

informacion, mantiene una atmoésfera de comunidad y apoyo.

Como ejemplo, supongamos que introduce el problema del Carrito de Hot Dogs (Problema
3.7) auna clase de algebra o geometria:

Haga que los estudiantes discutan el problema en grupos pequetios. Puede incitar la discusion

al comenzar con algunas preguntas especificas:

éCual es su definicion de conveniente y como puede ser medido? éQué quieren
optimizar cuando pongan el puesto? Por ejemplo, {quieren tener la menor
distancia promedio para los estudiantes? ¢Buscan la menor distancia maxima
al puesto? Escojan algin punto del campus como el origen y determinen las
coordenadas de las diferentes intersecciones. (Pueden encontrar el punto en el
campus que tenga las coordenadas x y ypromedio? ¢Esta ubicacion les ayuda a
responder la pregunta? {Qué otros criterios pueden ser usados?

Como en el problema de éCual computadora?presentado anteriormente, los estudiantes
deben tomar algunas decisiones. En este caso, sera sobre como medir el concepto de
conveniencia. Después de que los grupos aborden estas preguntas u otras similares, deben
tener varias ideas diferentes sobre como proceder. Ahora, cambie el problema solo un poco y

observe si pueden usar una o dos de sus ideas previas para abordar el problema actualizado



El mapa de una porcién de un campus universitario es mostrado abajo. El
mapa muestra las sendas peatonales y los dormitorios en esta seccion del
campus, ademas de las distancias aproximadas en una escala de 1 a 100 metros
entre las ubicaciones, siendo la distancia entre el dormitorio D y el dormitorio
E de 500 metros. Tu compaiiero de cuarto esta convencido de que abras tu
carro de salchichas durante la hora del almuerzo los fines de semana en una de
las intersecciones a lo largo de las sendas. A ti te gustaria que la ubicacién
fuera lo mas conveniente posible para los estudiantes. ;En qué lugar del
campus deberias de poner tu puesto?

PROBLEMA 3.7: EL CARRITO DE HOT DOGS

Los dormitorios estan localizados en las posiciones A, C, D, Ey F y el numero de
estudiantes en cada uno es 200 en A, 300 en Cyen Dy 100 en Eyen F. Te gustaria que
la ubicacidn sea lo mas conveniente posible para los estudiantes. ¢En qué lugar del

campus debes poner tu puesto?

Otras modificaciones: {como cambiaria tu eleccidon de ubicacion si supieras que los
dormitorios Ay C son de mujeres ylos D, Ey F son de hombres y que ademas a 30% de
las mujeres y al 80% de los hombres les gustaria comer en tu puesto? O supon que las
sendas entre By C yentre E y D son cuesta arriba y es dos veces mas dificil caminar

cuesta arriba que cuesta abajo.

Trabajar con una serie de preguntas como éstas ayuda a los estudiantes a ver como diferentes
preguntas y medidas pueden llevar a soluciones distintas. Al incrementar sistematicamente la
complejidad del escenario, los estudiantes se sienten mas cdmodos repitiendo el modelo e

incluyendo nuevas condiciones mas desafiantes.



USE PREGUNTAS COMUNES DE TODOS LOS DIAS PARA MOTIVAR EL
USO DE LAS MATEMATICAS

Como se sefial6 anteriormente, los problemas pequefios de modelacidon pueden servir para
aprender nuevos contenidos y procedimientos. La probabilidad, la estadistica y el trabajo con
datos juegan un papel importante en la vida moderna y estos temas son cada vez mas
importantes en la preparacion de los estudiantes para el trabajo y la universidad. La
modelacion matematica y las simulaciones pueden dar vida a estos temas para los
estudiantes, y pueden llevar al entendimiento sin el enfoque formal que con frecuencia ha
retrasado el estudio de estos temas. Un pequefio ejemplo puede ilustrar el poder de la

modelacion simulada y proporcionar una introduccion a un analisis mas formal.

Muchas veces, los deportes son un punto central de la experiencia en la educacion media
superior. Ya sea que los estudiantes estén en equipos o estén interesados en competencias
atléticas, el desempeiio o falta de éste de los equipos escolares es un denominador comtn para
ellos alo largo de la escuela, con mucha emocion generada si el equipo llega a las
eliminatorias. Estas tltimas vienen en muchas formas y el problema de Playoffs (Las Rondas
Eliminatorias) investiga el efecto del nimero de juegos en la probabilidad de que el equipo

mas débil produzca una victoria sorpresiva.

El Gran Tazon se decide a través de un solo partido de eliminacion por el titulo
del campeonato de la Liga Nacional de Futbol Americano. En béisbol, la final de
la Serie Mundial es una ronda eliminatoria que se decide con los mejores
juegos de 7, como las Finales de la NBA (Asociacion Nacional de Baloncesto). La
WNBA (Asociacion Nacional de Baloncesto Femenil) define su campeonato con
los mejores juegos de 5. En el tenis femenil, las finales del US Open (Abierto de
E. U.) es una serie definida por los mejores juegos de 3, mientras que para los
hombres se define con los mejores de 5. El ganador de una serie es el equipo
que gana la mayoria de los juegos. ;Es una victoria sorpresiva mas posible con
series largas o cortas?

PROBLEMA 3.8: EL PROBLEMA DE LOS PLAYOFFS

En el nivel introductorio, los estudiantes pueden simular el proceso de jugar los mejores

juegos de una serie del deporte que se tome de ejemplo, usando el generador de niimeros
aleatorios de una calculadora. En esta situacion, es mejor presentar un problema mas
especifico, dado que necesitamos valores numeéricos en nuestra simulacion. Por ejemplo, el
equipo A juega contra el equipo B diez veces en el curso de una temporada y gana 4 de los
juegos. Se encuentran de nuevo en la serie de campeonato. ¢El equipo A tendra una mejor
oportunidad de ganar sijuegan un solo juego por el campeonato o si juegan una serie decidida

por los dos mejores juegos de 3?

Dado que el equipo A ha ganado 40% de los juegos previos, asumimos que la probabilidad de
que el equipo A gane un juego es 0.4. Con una calculadora grafica, los estudiantes pueden
seleccionar un numero aleatorio x, dentro del intervalo (0, 1). Si x< 0.4, entonces el equipo A
gana el juego, mientras que si x> 0.4 el equipo B gana. Esto asegura que el equipo A gane
aproximadamente 40% de los juegos individuales. Al juntar su trabajo individual, los

estudiantes pueden jugar una serie de 100 juegos individuales por la victoria y 100 series de 3



juegos por la victoria y determinar que el equipo A tiene una probabilidad ligeramente mejor
de ganar una final decidida por un solo juego que una final decidida por los dos mejores juegos
de 3. Simulaciones similares pueden demostrar el hecho de que cuanto mas larga sea una

serie, es menos probable que el equipo mas débil obtenga una victoria inesperada.

Las simulaciones son muy buenas para ilustrar las dindmicas de una situacion de modelacién
y para desarrollar la intuicion de los estudiantes en situaciones probabilisticas. Sin embargo,
no permiten alos estudiantes ver por qué las situaciones son de esa forma. Para entender los
principios subyacentes que se exhiben en la simulacién, un modelo mas abstracto debe ser
desarrollado. La simulacion es un buen comienzo para inspirar a los estudiantes a preguntar
sobre por qué la simulacion resulta de ese modo.

USE ESCENARIOS DE MODELACION PEQUENOS EN LAS
PRESENTACIONES DE CLASE PARA ANADIR UN COMPONENTE DEL
CICLO DE MODELACION A PROBLEMAS HABITUALES

Construir un ciclo de modelaciéon completo toma tiempo y experiencia. Los estudiantes
pueden desarrollar esa experiencia al trabajar consistentemente con problemas en clase y
tareas que involucren pequeiias decisiones y piezas del proceso de modelacién como
actividades diarias. El problema de La Mantisque se muestra a continuacién parece ser un
problema estandar de ajuste de curvas, muy parecido a como el problema del 7iro Libre
parecia ser un sistema estandar de ecuaciones lineales. Sin embargo, los estudiantes deben
tomar algunas decisiones importantes acerca de como manejar los datos y desarrollar una
funcidn para representar la historia contada por estos. Aun asi, no hay muchas opciones
diferentes disponibles para ellos, asi que el problema no es totalmente abierto y encaja

apropiadamente en una leccion normal de clase.

La mantis es un insecto pequeiio y rastrero muy parecido a las cucarachas. Las
mantis son usadas en estudios bioldgicos porque se mueven muy lentamente,
asi que es facil seguirles el rastro. Las mantis se mueven principalmente para
buscar alimento. Los investigadores han estado estudiando la relacion entre la
distancia que una mantis viaja por comida y la cantidad de comida que se
encuentra en el estomago de este insecto. La distancia es medida en milimetros
y la cantidad de comida en centigramos, una centésima de gramo. En el estudio,
la comida fue colocada progresivamente mas cerca de una mantis y la distancia
en la cual la mantis empezé a moverse hacia la comida fue registrada. La
cantidad de comida en el estomago de la mantis también fue medida. Las
mediciones correspondientes a 15 mantis son dadas a continuacion:

ALIMENTO (cg) 11 18 23 31 35 40 46 53 59 66 70 72 75 86 90
DISTANCIA 65 52 44 42 34 23 23 8 4 0 0 0 0 0 0

(mm)

Con base en los datos proporcionados, determina la relacién funcional entre la
cantidad de comida en el estdmago de la mantis y la distancia que recorrera
para alimentarse. Los bidlogos llaman umbral de hambre a la cantidad de
comida en el estdmago con la cual un animal empezara a buscar alimento. Con
base en tus funciones, ;cual es el umbral de hambre de la mantis?

PROBLEMA 3.9: EL PROBLEMA DE LA MANTIS
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FIGURA 3.7: MODELO DE FUNCION DIVIDIDA POR P

izquierda. Otros pueden considerar el modelo exponencial

ALIMENTO (cg) mostrado ala derecha. Con frecuencia, hacer algunas

preguntas capciosas ayuda a los estudiantes a ver que la

larga serie de ceros en los datos no debe ser incluida en los

calculos del modelo de regresion, ya que el modelo busca representar la relaciéon cuando la
mantis estd dispuesta a caminar.

Ayudar a los estudiantes a formar una expresion refinada del problema en el componente
Identificar y Especificar el Problema a Resolverde la modelacion es importante. Como se
sefiala, el problema a resolver es qué tan lejos caminara la mantis cuando se desplaza por
alimento. Después de todo, ya sabemos qué tanto se desplaza cuando no se mueve por comida.
Esta nueva expresion del problema puede resultar en una limitacién del dominio en el modelo
o en una funcion dividida por partes como la que se muestra arriba. Esta parte del problema
puede ser usada, ya sea como una oportunidad para recordar trabajo previo con funciones
divididas por partes o como unaintroduccion a estas importantes funciones, dado que ilustra
apropiadamente una situacion en donde tiene sentido.

En el Problema de la Mantis, a pesar de que existen diversas alterativas que los estudiantes
pueden tomar para manejar los ceros, no hay muchas direcciones diferentes que los
estudiantes puedan seguir y no hay un verdadero seguimiento ademas de la discusion de
distintas alternativas y como los estudiantes deciden cual es la mejor. Pequefias actividades
de modelacion como éstas pueden encajar adecuadamente en el flujo normal de la clase y
pueden ser usadas para ayudar a introducir material nuevo, aclarar algunos aspectos que
puedan ser confusos para los estudiantes, o ilustrar como nuevos procedimientos pueden ser
aplicados o cémo material ensefiado en secciones separadas del curso puede ser combinado.




DIFICULTADES
QUE ANTICIPAR
EN MEDIA
SUPERIOR

Muchos proyectos de modelacion mas largos y mas extensivos requieren la combinacion de
diversos modelos pequefios, por lo que problemas pequefios como éste pueden ayudar a los

estudiantes a ganar confianza y experiencia en sus decisiones de modelacion.

Como sefialamos en la seccidon dedicada a primaria y secundaria, los nifios desarrollan a
menudo la idea equivocada de que una solucion rapida es la mejor y de que todo problema
tiene solo una respuesta correcta. Los nifios no estan solos en esto. Sus padres con frecuencia
comparten las mismas ideas acerca de los ingredientes del éxito matematico. Por lo tanto, los
estudiantes pueden encontrar frustrante la modelacién mucho antes de que la encuentren
liberadora. Y entre mas avanzados se encuentren los estudiantes, mas dificultad puede haber,
ya que por lo general se encuentran muy bien preparados para soluciones rapidas y un tinico
camino correcto lo cual les resultara en muchos afios de éxito con las rutinas comunes. A
menudo, los estudiantes avanzados son bastante competentes en reproducir las soluciones y
procedimientos del docente rapidamente y sin errores. Es posible que esperen saber de
inmediato qué hacer cuando se enfrenten a un problema y quizas no hayan desarrollado
estrategias para resolver qué hacer cuando carecen del conocimiento exacto en esa situacion.
De hecho, como fue sefialado anteriormente por Zawojewski, Lesh y English, los estudiantes
pueden sentir que la actividad es injusta dado que el docente nunca les ensefié como resolver
el problema que se les pide solucionar. Y 1o que es mas importante es que los padres pueden
sentirse de la misma forma. Las expectativas en un salon de clase rico en modelacion
matematica pueden ser muy diferentes de las del salon en el cual todo problema contiene toda
lainformacion necesaria, una soluciéon buena y apropiada y donde todos los nimeros deben

ser precisos hasta la tercera posicion decimal.

La modelacién matematica ofrece una perspectiva distinta de las matematicas y abre las
puertas a una interpretacion diferente de lo que significa ser bueno en matematicas. La
modelacion puede también proveer un rango mas grande de estudiantes con oportunidades
para demostrar competencia y exhibir inteligencia de formas que no son siempre valoradas en
la clase de matematicas. Por ejemplo, los pensadores originales, o los estudiantes que son
mejores investigando y escribiendo que en matematicas, pueden hacer contribuciones

importantes.

Asi como la sofisticacion matematica de los estudiantes se incrementa conforme avanzan en
media superior, el nivel de habilidad y experiencia de sus docentes también se incrementa en
los niveles mas avanzados. Los docentes de Matematicas de estos niveles han pasado mucho
tiempo aprendiendo la materia a través de matematicos durante sus estudios universitarios.
Esta extensa experiencia en matematicas universitarias es algo bueno, pero puede crear
problemas substanciales con respecto a la modelacion. La experiencia instruccional de los
docentes que obtienen una especializacion en matematicas a menudo presenta un gran
desequilibrio que favorece la atencidn a aspectos tedricos de las matematicas en comparacion
con la atencidn a aplicaciones y modelacion. Aunque esto esta cambiando lentamente, la
modelacion matematica se encuentra actualmente ausente en muchas experiencias
universitarias y las aplicaciones que muchos estudiantes de matematicas revisan son
limitadas exclusivamente a las ciencias fisicas y la ingenieria. Como consecuencia de estas
experiencias como estudiantes, los docentes pueden considerar las matematicas como una
herramienta de las ciencias matematicas, pero no necesariamente utiles para los negocios, las
ciencias bioldgicas, las ciencias politicas, la sociologia y otras ciencias sociales. Las
matematicas pueden ser también una herramienta importante en las humanidades y las artes.

Las matematicas son verdaderamente para todos.




Al enfocarse primariamente en fisica e
ingenieria, podemos presentar una vision
muy estrecha de la aplicabilidad de las
matematicas que excluye los intereses de
muchos estudiantes capaces, los cuales no se
ven a si mismos como futuros fisicos o
ingenieros, pero que pueden usar
productivamente su talento matematico en
una variedad de campos distintos. Nuestro
enfoque actual de las matematicas, con
énfasis en lo mecanico y separada de
aplicaciones significativas excluye a muchos estudiantes creativos y

matematicamente competentes.

La modelacion matematica en la educacion media superior puede cambiar este enfoque
limitado y limitante del campo de las matematicas al ilustrar el poder que los modelos
matematicos tienen para ganar conocimiento sobre areas importantes de naturaleza humana
y al proporcionar a los estudiantes efectos energizantes, e incluso estimulantes del

descubrimiento matematico creativo. Vale la pena repetirlo: las matematicas son para todos.

Los docentes cuya educacion matematica fue primariamente abstracta y tedrica pueden
también tener dificultades con las diferencias de la modelacion con la matematica formal en
la que han sido entrenados. En las matematicas, si un teorema tiene varias condiciones y una
de ellas no es satisfecha, dicho teorema se vuelve inutil. En estadistica, un tema cuyo ntcleo es
la modelacidon del mundo a través de las matematicas, tenemos teoremas poderosos cuyas
condiciones no son satisfechas nunca y sin embargo los usamos de todas formas. Si las
condiciones de un teorema estan casi satisfechas, entonces se espera que las conclusiones
sean aproximadamente correctas. El estadistico George Box escribi la siguiente aseveracion,
que es citada frecuentemente, extraida de su texto seminal sobre el disefio de experimentos,
Estadistica para Investigadores’: “lo maximo que puede ser esperado de cualquier modelo es
que pueda proveer una aproximacion 1til de la realidad: Todos los modelos estan mal; algunos
modelos son utiles”. No obstante, a medida que los estudiantes avanzan hacia los niveles
educativos superiores adquiriran nuevas herramientas matematicas que les permitiran
obtener aproximaciones mas realistas del mundo que les rodea, a pesar de lo poco claros que

este mundo y sus problemas puedan ser.




INTRODUCCION

UN CURSO
INTRODUCTORIO
SOBRE
MOTIVACION
PARA LA
MODELACION
MATEMATICA.

4. MODELACION
MATEMATICA A NIVEL
UNIVERSITARIO

En los capitulos anteriores, discutimos cémo la modelacién matematica puede ser incluida en

el curriculo de preescolar hasta media superior. No obstante, el escenario de las matematicas
universitarias permite también la introduccién de cursos de modelacién completos. Estamos
firmemente convencidos de que uno de dichos cursos debe estar disponible para los
estudiantes de los primeros semestres y por lo tanto comenzamos esta seccion discutiendo las
caracteristicas de un curso de modelacion matematica que no requiere matematicas
propedéuticas mas alla de las incluidas en el curriculo de la educaciéon media superior.
También discutimos y argumentamos como hilar problemas abiertos de modelacion
matematica dentro del curriculo universitario de las carreras de Ciencia, Tecnologia,
Ingenieria y Matematicas (STEM, por sus siglas en inglés), mas alla del nivel introductorio.

Creemos sinceramente que la modelacion ganara un lugar mas prominente en la educacion
matematica en todos los niveles. Por ende, pensamos que este capitulo sera 1itil no solo para el
cuerpo docente universitario de matematicas, sino paralos educadores en general, ya sea que
ensefien cursos con contenido matematico o no.

Concluimos repasando nuestros Principios Guia para ver cémo estos se relacionan con la

modelacién matemadtica que realizamos a nivel universitario.

Considere la audiencia de estudiantes que tomaran tinicamente un curso de matematicas
durante su carrera universitaria e imagine que se le ha pedido desarrollar dicho curso. Qué
deberia incluir? Antes de contestar esta pregunta, considere las incégnitas a 3 y a 20 afios.

INCOGNITA A 3 ANOS
éQué habilidades pueden ser importantes para los estudiantes durante el resto de su carrera
universitaria?

INCOGNITA A 20 ANOS
éQué espera que los estudiantes recuerden de su clase después de 20 afios de que la hayan
tomado?

Bajo el contexto de estas dos incdgnitas, proporcionar a los estudiantes la oportunidad de
desarrollar no solo una apreciacion por la aplicabilidad y 1a utilidad del ramo, sino por el
conjunto de habilidades transferibles, tiene el potencial de tener mucho mds impacto en sus
futuros que ensefarles un conjunto especifico de habilidades matematicas aisladas de su
aplicacidn, como las correspondientes al dlgebra universitaria. Aunque las habilidades



matematicas especificas de un curso universitario puedan ser olvidadas con facilidad, la
poderosa experiencia de afrontar un problema del mundo real puede ayudar a los estudiantes
adesarrollar confianza y una tenacidad duradera, de modo que estén mejor equipados para
abordar los retos imprecisos que se encuentran fuera del salon de clase. A través del proceso
de investigar temas, donde comparan la confiabilidad de su fuente de informacion y haceny
justifican sus suposiciones, los estudiantes estan forzados a tomar decisiones que importan a
medida que forjan su camino hacia una de multiples soluciones posibles, siendo esta
experiencia particularmente poderosa para los estudiantes, en contraste con un curso tipico
de matematicas en el cual solo existe un camino correcto parallegar a una respuesta certeray
Unica. Adicionalmente, después de completar este curso, los estudiantes tendran la
oportunidad de observar la amplia aplicabilidad y valor de las matematicas a través de
experiencias de primera mano. Incluso si ellos mismos nunca escogen usar las matematicas
pararesolver un problema después del curso, sera mas probable que contraten a un
matematico para resolver un problema que encuentren en su negocio, votar como
funcionarios electos para que se otorgue presupuesto para las ciencias matematicas y motivar

a sus propios hijos a que disfruten del estudio de las matematicas.

El tema central de las aplicaciones puede ser
seleccionado para aprovechar el interés y el
entusiasmo de sus estudiantes. Los temas
interdisciplinarios pueden ser seleccionados con base
en las carreras populares en su institucion, en
intereses nacionales o en retos globales. Los
estudiantes pueden resolver problemas que
encuentren en un curso de modelacién usando las
habilidades matematicas que ya tienen o pueden
desarrollar habilidades nuevas en el contexto dado. Por lo tanto, no tienen que imponerse

prerrequisitos para un curso semejante.

En un curso de modelacién matematica, el foco central es mas amplio que solo las
matematicas o incluso el proceso de modelacion. Este crece para incluir habilidades
transferibles. Dentro del desarrollo de un curso, usted puede decidir cudles son las metas para
el nivel de exposicion y dominio de cada una de las habilidades transferibles que se enumeran

a continuacion.

DESGLOSAR PROBLEMAS LARGOS E IMPRECISOS PARA GENERAR
PREGUNTAS MANEJABLES

Muchas de las preguntas del mundo real son complicadas. Tal vez, ni siquiera se sabe con
claridad qué pregunta est4 siendo realmente planteada. De inicio, puede ser intimidante para
los estudiantes investigar estas preguntas. Pensar en qué cantidades importan mas y como
pueden estar relacionadas es una habilidad valiosa que los estudiantes pueden usar alo largo
de sus vidas. Los estudiantes deben encontrarse motivados para realizar suposiciones
defendibles y reducir el problema mas grande a uno que pueda ser resuelto. Al resolver este
problema mas pequeftio, seran capaces de generar entendimiento que le ayude a abordar el
problema original. Enfocarse en esta habilidad prepara a los estudiantes para aplicar el
proceso de modelacion fuera de su curso, donde los problemas no son presentados de una

forma que apunte necesariamente hacia una aproximacion matematica.

Los estudiantes que resuelven el problema de Manejando por Combustible en el Capitulo 1

tienen que generar un cuestionamiento manejable con el objetivo de progresar haciala



respuesta de la pregunta. Otro ejemplo que demuestra esto es el Problema del Ascensor
(Problema C.1), que aparece en el Apéndice C. Esta pregunta pide a los estudiantes que
determinen como se deben programar los ascensores para que los trabajadores realicen sus

labores eficientemente.

IDENTIFICAR Y USAR RECURSOS CONFIABLES

Muchas preguntas requieren que los estudiantes realicen algo de investigacion para entender
el problema y para adquirir conjuntos de datos para usar dentro de sus modelos. Es
importante que los estudiantes adquieran la habilidad de buscar en Internet y en la biblioteca
para encontrar fuentes de informacion y para medir la confiabilidad relativa de dichas
fuentes. Algunas veces, los datos reales se encuentran incompletos, o el juego de datos mas
completo disponible es también reconocido por estar sesgado en una direccion particular; los
estudiantes pueden usar el andlisis de sensibilidad para explorar cémo el uso de datos
sesgados puede afectar sus resultados. Enfocarse en esta habilidad prepara a los estudiantes
paravolverse personas aptas para resolver problemas de forma mas independiente, a medida
que sean capaces de encontrar recursos y aprender por su cuenta. También les da confianza
para usar datos reales incluso cuando saben que estos pueden tener imperfecciones.

TRABAJAR EFECTIVAMENTE EN GRUPO

Los problemas realmente desafiantes son abordados mas efectivamente a través de la
colaboracion, ya que los estudiantes llevan sus propias ideas al proceso de modelacion. Por
ende, un curso de modelacion puede ser el lugar perfecto para que los estudiantes practiquen
efectivamente el manejo de las dinamicas del trabajo grupal, lo que incluye utilizar las
fortalezas de cada miembro del equipo, asi como explorar formas para influenciar las
relaciones interpersonales y maximizar la productividad del grupo. Aunque el trabajo grupal
puede conllevar retos, superarlos puede convertirse en una meta abierta del curso, en lugar de
una distraccion. Enfocarse en esta habilidad prepara a los estudiantes a laborar efectivamente

con otros en el lugar de trabajo y, tal vez, en otros cursos universitarios.

COMUNICARSE EFECTIVAMENTE

Un paso importante en el proceso de modelacién es comunicar nuestros resultados a otros. A
medida que los estudiantes busquen comunicar sus ideas, es beneficioso que consideren las
metas de su reporte, el nivel de detalle requerido, la audiencia, el nivel de formalidad y el
medio de comunicacion. Dependiendo de las metas de su curso y el marco del problema, la
comunicacion puede ser:

- imparcial o persuasiva;

- unapresentacion de los resultados o una discusion del proceso;

- dirigida a una audiencia técnica o general;

- formal o informal;

- dadade forma oral, escrita, visual o por medios mixtos.

En todos estos casos, pedir a los estudiantes que consideren cudl es el publico que a ellos les
interesa que sepa la respuesta a su pregunta, hace del trabajo de encontrar dicha respuesta
mas agradable y les recuerda que encontrar una solucion no es siempre el fin del problema.
También necesitan ser capaces de expresar sus ideas y sus soluciones efectivamente. El
desarrollo de las habilidades de comunicacidn se transfiere directamente a otros cursos y al
mercado laboral.

Estas habilidades, aplicables en una amplia variedad de escenarios, son precisamente del tipo
que los empleadores pretenden encontrar en aquellos que buscan trabajo. Mds aun, éstas son



IMPLEMENTACION

habilidades de vida que los individuos pueden usar para ayudarles a navegar mejor en la
comunidad global en la que vivimos, la cual continuara presentando a las generaciones de

estudiantes por venir, retos que atin no han sido imaginados.

Como con el desarrollo de cualquier curso, es importante considerar las metas de éste.
Tipicamente, como cuerpo docente de matematicas, las metas de nuestro curso son una lista
de conceptos matematicos a entender y habilidades matematicas a dominar; frecuentemente,
estos temas estan alineados con un libro de texto establecido en el area. Cuando se disefia un
curso de modelacion matematica, puede que atin se tenga metas matematicas especificas en
mente, pero el foco general esta en el proceso de modelacion en si mismo, asi como en el
desarrollo antes mencionado de habilidades transferibles y habitos mentales. Ademas,
muchos libros de texto de modelacién matematica estan centrados de forma mas cercana en
modelos matematicos especificos, como sustantivo, en lugar del proceso matematico, como
verbo. Por ende, el disefio e implementacion de un curso de modelacion puede sentirse muy
diferente al de otros cursos matematicos. En esta seccion, exploraremos las cuestiones
relacionadas con el disefio e implementacion de una clase centrada en la modelacion
matematica, especificamente la organizacion del contenido, las formas bajo las cuales los
estudiantes se involucran con los problemas y las formas en las cuales usted, como instructor,

puede facilitar el desarrollo y el aprendizaje del estudiante.

El Apéndice C incluye una variedad de problemas de modelacion, cada uno con una discusion
exhaustiva de como los estudiantes se involucran con estos problemas, como el cuerpo
docente puede facilitar el proceso de modelacion del estudiante y formas bajo las cuales los

problemas pueden ser modificados para alcanzar objetivos de ensefianza especificos.

ORGANIZAR EL CONTENIDO

Tipo del modelo. Aunque hay muchos libros de texto cuyos titulos abordan la modelacion
matematica, muchos de estos estan organizados por tipo de modelo (lineal, exponencial, etc.)
y este enfoque presenta problemas potenciales para un curso sobre el proceso de modelacion
matematica. Para resaltar estos problemas, exploremos brevemente un ejemplo. Supongamos
que esta ensefiando un curso organizado como se explica anteriormente y la clase esta
aprendiendo modelos lineales. Usted presenta una pregunta abierta, pero sus estudiantes se
sienten obligados a usar un modelo lineal para resolver el problema. Aunque esto no es
necesariamente malo, puede llevar a decisiones de modelacién mediocres. Por ejemplo,
mientras sus estudiantes buscan datos, puede que encuentren datos no lineales y los
descarten, o ain peor, que los fuercen a encajar dentro de un modelo lineal. Por lo tanto,
aunque puede parecer natural para nosotros como matematicos organizar un curso de
modelacién examinando diferentes tipos de modelos, este enfoque puede ser peligroso si se
implementa precariamente. Por ende, ofrecemos a continuacion dos formas alternativas para
organizar un curso, seguidas de algunas ideas para tomar en cuenta a medida que éste se
desarrolla.

El proceso de modelacion. En un curso donde el tema central es el proceso de modelacidn, es
natural organizar el curso desglosando el proceso de forma que los estudiantes puedan
practicar cada elemento individualmente antes de, finalmente, usar todas sus habilidades
pararesolver el problema completo. Recuerde que el proceso de modelaciéon no es un
conjunto de pasos numerados, dado que hay problemas para los cuales el proceso puede
requerir repeticiones adicionales o una ordenacién inusual de sus componentes. Por lo




tanto, a medida que usted organiza su curso, puede hacer que los estudiantes se involucren

con estos componentes de tal forma que usted considere que apoya mejor el desarrollo del

dominio del proceso entero. A continuacion, se dan tres casos de implementacion de ejemplos
en un curso como éste.

- Alinicio del curso, los estudiantes pueden leer el planteamiento del problema y practicar
los primeros componentes del proceso de modelacion al realizar una lluvia de ideas para
obtener una lista de factores importantes, buscar fuentes de informacion relacionada con
esta lista y referirse posteriormente a ella con base en su investigacion, todo esto
mientras dan seguimiento a sus suposiciones. Después de que los estudiantes tengan
suficientes oportunidades para practicar estas acciones y se sientan comodos con estas
fases del proceso de modelacion, pueden empezar a moverse a la fase de desarrollo y uso
de modelos matematicos.

- Elcuerpo docente puede presentar a sus estudiantes la ribrica sobre la cual los reportes
seran evaluados de forma inicial en el curso. Antes de tratar de realizar un reporte por su
cuenta, los estudiantes pueden leer y evaluar o calificar resimenes ejecutivos, tal vez de
estudiantes anteriores o algunos encontrados dentro de reportes gubernamentales
publicados en linea.

- Los estudiantes pueden pasar una porcion del curso examinando modelos matematicos
existentes y sus contribuciones, con el objetivo de identificar y recobrar las suposiciones
que fundamentaron estos modelos. Posteriormente en el curso, pueden usar lo que han
aprendido anteriormente y aplicarlo a nuevos problemas, construyendo y justificando
sus propias suposiciones a medida que desarrollan sus modelos.

- Puede empezar el curso presentando a los estudiantes problemas menos abiertos y forjar

su camino hacia otros mas abiertos.

Enfoque temdtico. Otra forma de organizar el curso es que los estudiantes se involucren
repetidamente en el proceso completo de modelacion mientras que enfrentan retos cada vez
mas complejos enfocados en un tema central, como justicia social o sostenibilidad. Este tema
debe ser idealmente seleccionado de tal forma que problemas relevantes puedan ser tomados
de unavariedad de disciplinas, resaltando la importancia de la amplia utilidad de la
modelacion matematica. El curso puede ser atin dividido en mas unidades al explorar
subtemas del tema central; por ejemplo, si se explora la sostenibilidad, tal vez una porcién del
curso se centre en sostenibilidad ecoldgica, otra en fuentes de energia y otra en politicas
internacionales. De esta forma, los estudiantes pueden ver que la modelacion llega a ser una
herramienta poderosa para ayudarles a responder preguntas a lo largo de una variedad de

subtemas dentro de una misma disciplina.

Otras consideraciones. Sin importar como decida organizar el curso, hay algunos modelos
que se encuentran tan extendidos, como los modelos lineales, que quizas sea necesario que
sus estudiantes se expongan a unos cuantos durante el curso; algunos de estos estan

enlistados a continuacion.

Recuerde que enumeramos los problemas que presentan los cursos basados en modelos, tales
como los estudiantes forzando datos no lineales dentro de un modelo lineal simplemente
porque estan contenidos en una unidad del curso. Sin embargo, ieste inconveniente no
significa que deba evitar los modelos lineales en su curso! En su lugar, puede dar a sus
estudiantes un problema que los lleve, muy probablemente, a un modelo lineal. Una vez que
llegan a sus resultados, puede hacer que la clase reflexione sobre las propiedades del modelo
lineal que crearon, como, por ejemplo, cdmo la tasa de cambio (o pendiente) influencia los

resultados o cudl es la interpretacion fisica de cambiar la interseccion.




Los modelos y herramientas de modelacion mas comunes incluyen:

- Modelos lineales;

- Modelos no lineales, particularmente exponenciales, logaritmicos y polinomiales;
-  Sistemas dinamicos discretos para modelar el cambio;

- Optimizacion;

- Estadistica.

CRECIMIENTO DEL ESTUDIANTE

El estudiante progresa en su habilidad de modelacién, no solo a través de la practica sino al

incrementar el arsenal de matematicas que puede aplicar. Por ejemplo, muchos escenarios de

modelacidén incluyen:

- Cambio

- Casualidad

- Encontrar decisiones 6ptimas

- Encontrar tendencias en conjuntos de datos

- Desarrollar estrategias para tomar decisiones donde el resultado y los beneficios para
quien toma la decisién dependan no solo de lo que esta persona disponga, sino de las
elecciones de uno o més actores.

Una experiencia de modelacion puede ser disefiada para proporcionar tanto practica en la
modelacidén como crecimiento en las matematicas necesarias para modelar y analizar estas
situaciones. Cualquiera de los siguientes temas puede ser presentado a estudiantes que solo
tengan preparacién matematica de nivel medio superior. Un proyecto de modelacion puede
ser facilmente incluido en cualquier tema.

Modelando cambio con sistemas discretos

Contenido:Los estudiantes usan el modelo simple de “el futuro es igual al presente,
agregando el cambio” al hacer suposiciones sobre el cambio durante un periodo apropiado de
tiempo discreto. Los estudiantes pueden entonces construir soluciones numeéricas de
ecuaciones en diferencia y sistemas de ecuaciones en diferencia usando hojas de calculo. Ellos
pueden examinar las implicaciones de su modelo en cuanto a estabilidad y crecimiento a largo
plazo. Opcionalmente se pueden estudiar soluciones analiticas.

Ejemplo:Planeas invertir mensualmente para pagar por la educacién de tus hijos. Quieres
tener lo suficiente para retirar USD 2000 cada mes por 8 afios, empezando dentro de 15 afios.
Construye un modelo para determinar cuanto debes invertir, a diferentes tasas de interés,
suponiendo que dejas de invertir cuando tu primer hijo entra a la universidad.

Proporcionalidad y similitud geométrica

Contenido:los estudiantes usan las definiciones de proporcionalidad y similitud geométrica
para construir modelos explicativos de comportamientos interesantes. Con una hoja de
calculo o una calculadora grafica, los estudiantes pueden examinar comportamientos tales
como una de las reglas de oro que aparecen en un texto de educacidn vial, la cual recomienda 2
segundos entre automaviles a todas las velocidades. (Esta regla tiene sentido? ¢Es segura a
todas las velocidades legales?

Ejemplo: el estandar de peso de la marina de los EE. UU. permite una constante de 5 libras
para cada pulgada adicional de altura. Supén que dos marineros musculosos son
geométricamente similares, pero uno es bajo y el otro alto. Cudl tendra mayor dificultad en
cumplir el estandar? Construye un modelo que explique el peso en funcion de la altura para
individuos geométricamente similares. Encuentra datos para probar tu modelo explicativo.



Ajuste del modelo

Contenido: Los estudiantes ahora tienen modelos que han formulado para explicar un
comportamiento. ¢Como ajustan el modelo a un conjunto de datos? Los estudiantes aprenden
diferentes criterios de mejor ajuste para determinar los parametros de los modelos
propuestos.

Ejemplo: Un estudiante ha razonado que el peso deberia variar ciibicamente para individuos
geométricamente similares. Dado un conjunto de datos, éQué modelo cubico se ajusta mejor a

los datos? ¢Hay algtin patron de errores que resulte de su ajuste?

Modelacion experimental (empirica)

Contenido: Con frecuencia, el comportamiento es muy complejo para ser explicado
matematicamente, pero examinando los datos se revela un patron. Los estudiantes aprenden
como construir una tabla de diferencias para adquirir entendimiento sobre la naturaleza de
los datos. Si es apropiado, pueden suavizar los datos con polinomiales de grado menor,
interpolacion segmentaria o splinesy otras funciones. Ellos examinan los errores residuales
de sumodelo empirico para refinarlo si es que una tendencia se hace evidente en estos
errores. Frecuentemente, los estudiantes adquieren entendimiento sobre las causas
subyacentes del comportamiento.

Ejemplo: Con los datos que representan los resultados de halterofilia de los tltimos Juegos
Olimpicos, construye un modelo empirico que capture la tendencia de estos datospara
predecir el peso total levantado como funcion del peso del contendiente. Usa tu modelo para
determinar, libra por libra, quién es el levantador de pesas mas fuerte. Ahora usa la similitud

geométricapara explicar este comportamiento.

Modelacion con simulaciones

Contenido:Los estudiantes estudian la generacion de numeros aleatorios y las simulaciones
de Montecarlo. Primero, aplican las ideas de comportamiento deterministico, como el area
bajo la curva, y después ideas del tipo probabilistico, como problemas de inventario y de
formacion de colas.

Ejemplo: Construye una simulacion de Montecarlo para el juego de cartas Blackjack
(veintiuno). Desarrolla y prueba una estrategia para jugarlo. {Cual es el valor esperado de tu
estrategia?

Modelacion probabilistica discreta

Contenido:Los estudiantes aprenden a analizar el comportamiento que varia de forma
probabilistica. Ellos pueden construir modelos de sistemas para determinar la confiabilidad
de estos.

Ejemplo:Los lefiadores desean usar medidas facilmente disponibles para estimar cuantos
metros de tablon de madera se extraen de un arbol. Supon que miden el diametro del arbol ala
altura de la cintura. Desarrolla y prueba un modelo que prediga los metros de tablon de
madera que se obtendran como una funcion del diametro en centimetros usando modelos de

regresion.

Optimizacion de modelos discretos

Contenido: Muchos escenarios requieren la mejor solucion con un objetivo y limites dados.
La programacion geométrica lineal puede ser facilmente ensefiada. Los estudiantes pueden
construir modelos para aproximar un comportamiento con una funcion lineal objetiva, sujeta
arestricciones lineales.

Ejemplo: Construye el modelo de un portafolio de inversiones que maximiza el retorno anual

de una cantidad especifica mientras mantiene: una cantidad minima en acciones, ahorros
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liquidos dentro de limites especificos y la cantidad en acciones que no excede el total

combinado en bonos y ahorros.

Modelacion usando teoria de grafos

Contenido: Un grafo puede ser una herramienta poderosa para determinar comportamientos
interesantes, como la conectividad.

Ejemplos: (1) Determina el numero de Bacon de un famoso como Elvis Presley, Babe Ruth,
etc. (2) El director técnico de un equipo recreativo de softball tiene 15 jugadores en su lista.
Una alineacion inicial requiere de 11 jugadores en posiciones especificas. Dadas las posiciones
que cada uno de los 15 jugadores puede tomar, ées posible tener una persona en cada
posicion? Si es asi, éde cuantas formas puede el director técnico asignar jugadores a cada

posicion?

Modelacion con teoria de decision

Contenido:Frecuentemente el resultado de una decision es determinado parcialmente por el
azar o la naturaleza. Al elegir entre las alternativas, équé criterio es el apropiado?, écomo
medimos el riesgo inherente a su decision? Los estudiantes aprenden criterios como valor
esperado, minimax, maximin maximasx, etc., que son apropiados en diferentes situaciones. Asi
mismo, aprenden a construir arboles de decisiones para modelar una eleccion.

Ejemplos: (1) {Deberias unirte a una red social como Facebook? Construye un arbol de
decisiones para modelar tu decisidon. (2) éLos ciudadanos de los Estados Unidos deben
construir su propia jubilacion a través de 401 K' o deberian usar el Programa de Seguridad
Social actual?

Modelando con teoria del juego

Contenido:En la teoria del juego, el resultado y los beneficios dependen no solo de la eleccion
del responsable de la decision, sino de las otras decisiones de uno o mas jugadores. Los
estudiantes pueden aprender juegos de conflicto total y parcial. Sila comunicacion es posible
en el escenario, movimientos estratégicos, incluyendo compromisos con relacion a las
primeras jugadas, amenazas y promesas, son opciones que deben ser consideradas por quien
toma las decisiones.

Ejemplos: Investiga sobre la crisis de misiles en Cuba en 1962. Determina las posibles
estrategias de los Estados Unidos y la Unidn Soviética. Asigna valores ordinales a los
resultados. éCual seria el resultado si cada lado jugara la estrategia maximin, o sea de forma
conservadora? {Qué movimientos estratégicos estan disponibles para cada jugador, tales
como compromisos, amenazas, promesas y combinaciones? Ahora analiza la secuencia real de

decisiones de cada pais.

Familias de funciones y sus grdficas

Contenido:Los estudiantes aprenden a usar las graficas de funciones como modelos para
ganar conocimiento cualitativo de un comportamiento.

Ejemplo: Construye un modelo grafico para analizar la siguiente frase: “el efecto de un
impuesto sobre un producto puede parecer al principio como un incremento en el precio para
el consumidor. Pero un incremento en el precio disminuiria lademanda y una demanda
disminuida reducira de nuevo el precio. No es seguro, por ende, que el impuesto realmente

eleve el precio”’.

1. 401K es un plan de retiro estadounidense patrocinado por el empleador.
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¢QUE HACEN LOS
ESTUDIANTES EN
UN CURSO DE
MODELACION
MATEMATICA?

A diferencia de un curso en temas tradicionales en el cual los estudiantes podrian escuchar
lecciones o seguir ejemplos para resolver un conjunto de problemas, los estudiantes en un
curso de modelacion matematica enfrentan problemas grandes, abiertos y poco claros sin
ningun ejemplo de libro de texto. Esto significa que los estudiantes pueden estar mucho mas
involucrados de forma personal. A medida que los estudiantes trabajan a lo largo del proceso
de modelacion, empiezan con una pregunta abierta, identifican los factores mas importantes
y desarrollan suposiciones razonables acerca de la relacion entre estos factores. Encuentran
fuentes de datos y dan un procesamiento previo a los mismos para darles una forma ttil.
Prueban sus modelos, examinan sus resultados, generan y justifican inferencias y
conclusiones y después revisan sus suposiciones, realizan analisis de sensibilidad y refinan su
modelo mientras que tratan de abordar el problema original lo mejor que pueden. Sintetizan
sus conclusiones y reportan sus resultados apropiadamente, dirigiéndolo a la audiencia
adecuada, con el tono yla formalidad correctos y usando el medio y el formato pertinentes.
Sin un mapa del camino o un ejemplo de un texto o de sus notas, los estudiantes se enfrentan

con el reto generado por la toma de decisiones durante cada etapa del proceso

Aunque los estudiantes deben hacerse responsables de sus decisiones a lo largo del proceso de
modelacidn, no necesitan hacerlo en aislamiento. Como se menciona anteriormente, los
problemas de modelacion realmente importantes son mejor abordados por grupos de
estudiantes que trabajan en conjunto de forma cercana. Al trabajar en equipos, los
estudiantes tienen la oportunidad de que sus ideas individuales sean validadas o desafiadas
respetuosamente por sus compafieros. También tienen la oportunidad de participar en la
critica reflexiva de ideas de otros grupos. Para ciertos problemas, particularmente aquellos
para los cuales usted espera un conjunto diverso de enfoques, sera de ayuda para los grupos
trabajar durante un tiempo por su cuenta y después compartir sus ideas con toda la clase,
dado que esto permite a los grupos que pueden haberse enfocado a trabajar con una sola
perspectiva, a dar un paso atras y revisar el problema con un punto de vista mas amplio. Este
enfoque de participacion con toda la clase puede ser usado tempranamente durante el
proceso de modelacion, a medida que los estudiantes hayan identificado los factores clave y
los supuestos, y al final del proceso, mientras que los estudiantes encuentran sentido a sus
resultados dentro del contexto del problema final. Mas atdn, estas sesiones para compartir
ideas llevadas a cabo con toda la clase pueden proporcionar una oportunidad para que los

estudiantes practiquen su habilidad de comunicar sus ideas en un escenario informal.

Esta idea de compartir no tiene que estar restringida solo al salon de clases. En el espiritu del
estudio interdisciplinario, los estudiantes pueden buscar recursos locales de datos al
consultar con otros cuerpos docentes o representantes de negocios cercanos; también pueden
aprovechar la biblioteca y el internet para obtener datos a partir de fuentes confiables como
las agencias nacionales, por ejemplo NASA, ASGS y USDA en los Estados Unidos.

Debemos hacer hincapié en la importancia de que sus
estudiantes conviertan cualquier problema poco claro en
uno manejable, decidan qué datos necesitan para
resolverlo y los encuentren por si mismos. Darles la
libertad de definir problemas por si mismos puede llevar a
la generacion de modelos genuinamente nuevos y
creativos, a diferencia de los cursos tradicionales donde
los estudiantes simplemente trabajan con variaciones de
los mismos problemas que han sido resueltos por muchas
generaciones anteriores. Este impulso haciala



ROL DEL CUERPO
DOCENTE

autosuficiencia puede causar que los estudiantes se sientan inicialmente inconformes e
incluso rebeldes, pero a medida que empiezan a ganar terreno, el sentido de logro supera la

dificultad y se sienten agradecidos por la experiencia.

Ahora que hemos presentado algunas ideas de 1o que harian los estudiantes realmente en el

curso, es importante abordar como usted, como desarrollador e instructor del mismo, puede

apoyar a sus estudiantes en su trabajo y en su conversion en buenos modeladores. Aunque hay

muchas formas bajo las cuales usted puede dar apoyo, abordamos a continuacion los

siguientes roles que asume el cuerpo docente involucrado en un curso como éste:

desarrollador del problema, desarrollador de curso, facilitador de clase y asesor instruccional
“coach”)

DESARROLLADOR DEL PROBLEMA

Tenemos la oportunidad de presentarles a los estudiantes preguntas que nunca hubiesen

pensado que pueden ser respondidas con el uso de las matematicas. Al inicio del curso, es

importante que presente retos que tengan un balance entre ser lo suficientemente accesibles
para que sus estudiantes ganen terreno y ser lo suficientemente abrumadores para que ganen
un sentido de logro durante este proceso. A medida que desarrolla cada problema, debe
considerar las siguientes preguntas:

- éQué tan accesible, pero abrumador, es este problema para mis estudiantes?

- éQué tan abierto vs. guiado es este problema?, {Qué tanto este problema imita los
problemas imprecisos con objetivos poco claros que mis estudiantes probablemente
enfrentaran en su vida?

- éQué tan facil sera para mis estudiantes encontrar datos para este problema?, {Seran
datos confiables, completos y/o formateados?

- ¢Hayuno o dos enfoques matematicos obvios para este problema o hay una amplia
variedad de enfoques matematicos que sean igualmente factibles de ser usados por mis
estudiantes? (El Apéndice C da buenos ejemplos de esto tltimo)

- éQué tecnologia pueden necesitar mis estudiantes para abordar este problema?, (Estan
preparados para usar tecnologia y tienen acceso a ella?

- ¢éCudles el formato, nivel de formalidad, audiencia, y tono que mis estudiantes deben
usar al reportar sus resultados para este problema?

Note que no hay respuestas correctas a las preguntas anteriores. En lugar de eso, la respuesta
apropiada variard basandose en las metas de su curso, qué tan avanzado estd en el mismo y la
personalidad de los estudiantes particulares de su clase.

Si encuentra que sus estudiantes no se estan involucrando con el problema de la forma que
usted quisiera, éste puede ser facilmente ajustado, incluso cuando los estudiantes ya estan
trabajando en él. Por ejemplo, si los estudiantes en verdad estan teniendo dificultades, puede
impulsarlos dandoles cierta direccion. Y si los estudiantes no se sienten desafiados por el
problema, puede pedirles que discutan un punto de vista alternativo o que apliquen sus
descubrimientos a otro problema. De igual forma, aunque la meta tiltima es que los
estudiantes desarrollen las habilidades y la confianza para enfrentar un problema muy
abierto, puede decidir que sus estudiantes requieren inicialmente un poco mas de direccion.
Como instructores, podemos instintivamente anticipar todas las necesidades de nuestros
estudiantes e incluir toda la informacidn que necesiten. Sin embargo, esto disminuye su carga
cognitiva y les roba la oportunidad de superar retos poco claros.



En términos de tecnologia, los datos del mundo real raramente se prestan a soluciones
amigables; por ende, exponer a sus estudiantes a software de facil acceso, como Microsoft
Excel® o sus equivalentes en software gratuito, puede permitirles abordar retos que serian
irresolubles sin la ayuda de tecnologia. Dependiendo de las metas y estructura de su curso,
valdria la pena invertir tiempo para poner a sus estudiantes al tanto de opciones de tecnologia
mas avanzada como paquetes matematicos, estadisticos o lenguajes de programacion. Es
importante reconocer que el instructor necesitara invertir tiempo en desarrollar sus
habilidades con estas herramientas y que este tiempo sera a costa de otro material del curso.
Nuevamente, no hay respuesta correcta para este balance. Lo incentivamos a tomar

decisiones con propdsito y consciente de estos contratiempos.

A medida que desarrolle problemas, podra querer obtener ideas para problemas de recursos
locales, como la facultad, los servicios universitarios (comedor, reciclado, instalaciones, etc.)
o negocios locales. Sino esta ligado a los problemas locales, existen diversos recursos para la
modelacion de problemas. El desarrollo de problemas es mucho trabajo y no hay necesidad de
reinventar la rueda cuando hay muchos buenos problemas para que usted y su clase
empiecen. Dado el panorama siempre cambiante del internet, algunos de estos recursos
pueden no estar disponibles en un futuro indefinido, pero una btisqueda en internet puede ser
recompensada por recursos adicionales.
- COMAP (www.comap.com): El Consorcio de Matematicas y sus Aplicaciones es una
organizacion sin fines de lucro que tiene diversos bancos de problemas en su sitio web:
>  HiMCM Competition Questions (Preguntas de Competencia): COMAP organiza una
competencia de 36 horas de modelacion matematica de nivel medio superior. A
pesar de que estas preguntas estan enfocadas a una audiencia de educacion media
superior, pueden ser modificados para encajar en su curso universitario. Todas las
preguntas de aflos anteriores son publicadas y estan disponibles gratuitamente.
>  MCM/ICM Competition Questions (Preguntas de Competencia): COMAP también
organiza una competencia anual universitaria de modelacion matematica (MCM) y
una de modelacion interdisciplinaria ICM). Todas las preguntas de afios anteriores
son publicadas y estan disponibles gratuitamente. Los comentarios del jurado y los
trabajos ganadores estan disponibles con una subscripcion a COMAP.
> Moddulos: Matematicas Universitarias y sus Aplicaciones (UMAP): Estos son
modulos de ensefianza de las matematicas que incluyen aplicaciones que pueden ser
modificadas para convertirse en problemas para su clase. Estan disponibles con una
subscripcion a COMAP.
>  Proyectos de Aplicaciones Interdisciplinarias Animadas (ILAPS): Estos son
proyectos interdisciplinarios que incluyen comentarios completos para los
instructores. Estan disponibles con una subscripcion a COMAP.
- Reto SIAM/M3 (m3challenge.siam.org):
>  Problemas del Reto M3: STAM organiza una competencia de 14 horas de modelacion
matematica. Aunque esta competencia esta enfocada al nivel medio superior, las
preguntas pueden ser modificadas para satisfacer las necesidades de su curso
universitario. Todas las preguntas anteriores estan disponibles gratuitamente.
Adicionalmente, el sitio ofrece acceso gratuito a ejemplos de las presentaciones de
los estudiantes ganadores.
>  Problemas de Muestra e Idea del Mes (TOM) de M3: Para ayudar a los equipos a
prepararse para el reto, el equipo de desarrollo de problemas de M3 también ofrece
problemas de muestra con ideas tanto para estudiantes como para el cuerpo
docente, asi como TOMs, que son problemas donde hay oportunidad para
estudiantes interesados y el cuerpo docente de discutir un problema con el



desarrollador de éste en un foro en linea. Todos estos recursos estan disponibles
gratuitamente.

>  Modelacion matematica: Primeros Pasos y Primeras Soluciones: Aunque este
manual de modelacién no fue disefiado para servir como una fuente de ideas de
modelacidn, es una explicacion accesible, gratuita en linea y detallada del proceso de

modelacidon que puede ser valiosa tanto para usted como para sus estudiantes.

DESARROLLADOR DEL CURSO

A medida que usted desarrolla su curso, debe considerar qué habilidades transferibles y
modelos matematicos desea abordar. La organizacion del contenido y los tipos de reportes
que requiera deben estar en su mayor parte formados por las metas primarias que tiene para
los estudiantes en su curso. Puede ayudar si anota realmente sus respuestas a las incognitas a
3y 20 afios y que las use para guiar el desarrollo general del curso. También querra considerar
el ritmo de éste. Dado que el proceso de modelacion es elaborado, toma practica juzgar el
estatus del trabajo en elaboracion. Por lo tanto, durante la primera ronda de ensefianza de un
curso, seria mejor que los estudiantes se involucren con los problemas a lo que puede
considerarse como ritmo lento, hasta que usted se encuentre mas comodo estimando su
progreso.

Aunque hay claramente retos en el disefio de un curso de modelaciéon matematica, es también
una experiencia gratificante. Hay mucha flexibilidad en la seleccion de temas disciplinarios e
interdisciplinarios, especialmente si es uno de los cursos finales. Es decir, no hay un curso
requerido que siga al suyo, ademads de que no hay prerrequisitos. Como desarrollador del
curso, usted tiene las extraordinarias oportunidades combinadas de llevar sus propios
intereses y pasiones al saldn de clases y aprovechar los intereses y pasiones de sus
estudiantes, asi como servirse de las dreas especiales de dominio en su campus universitario.
Por ejemplo, si su escuela tiene un programa solido de ciencias del mar o un laboratorio de
egiptologia reconocido mundialmente, puede querer trabajar con el cuerpo docente de estas
areas para desarrollar problemas de modelacion alrededor de estos temas.

FACILITADOR DE CLASE

En el salon de clase, a medida que los estudiantes trabajan en grupos para abordar problemas
desafiantes que usted ha desarrollado y presentado, frecuentemente entrara en el papel de
facilitador. Este papel envuelve caminar alrededor del salon, escuchar las discusiones de los
grupos y evaluar los niveles de productividad de cada uno de ellos. Cuando usted escucha a
uno o mas grupos dirigiéndose a una ruta de decisiones mediocres, puede ser muy tentador
intervenir directamente, mostrarles el error de sus decisiones y sefialarles mejores opciones,
pero esto reprime la creatividad no solo en este problema, sino en problemas futuros, al
suprimir la confianza de los estudiantes. Hay muchas soluciones alternativas, y mientras que
usted decide cudl escoger, debe considerar el nivel de tenacidad actual de los grupos que
avanzan con dificultad y decidir cual es el nivel critico de apoyo o guia necesitada para
impulsarlos a que reconsideren sus pasos en falso. Una solucidn es usar el enfoque socratico
con el grupo mismo, pidiéndoles que le justifiquen su trabajo o solicitandoles que consideren
un ejemplo a un extremo que pueda resaltar los errores de su razonamiento actual. Con
frecuencia, cuando un grupo comparte sus ideas mal concebidas en voz alta, son capaces de
identificar los problemas y afrontarlos ellos mismos. Otro enfoque es llevarlos a una discusion
con toda la clase en la que los grupos que tienen dificultades se puedan beneficiar de escuchar
ideas de otros grupos, al mismo tiempo que obtienen retroalimentacion de sus compafieros

sobre los problemas con sus propias ideas. A lo largo de la experiencia en el salon de clase, es




importante recordar que usted raramente estara dando una leccidn. Su papel primario es

facilitar los esfuerzos de modelacién.

Sin embargo, existiran momentos en los que si deba tomar el podio y ensefiar una leccion. Por
ejemplo, antes de que los estudiantes se internen en un proyecto en el cual necesitaran
observar los datos y ajustar un modelo a estos, seria de ayuda dirigir un repaso de las familias
de funciones y sus graficas. Como otro ejemplo, si su curso estd estructurado alrededor de
componentes del proceso de modelaciéon matematica, puede ser que usted quiera abrir cada
unidad o capitulo con una pequefia leccidon sobre ese componente, incluyendo el proporcionar
sugerencias sobre como hacerlo bien e identificar dificultades comunes que usted espera que
los estudiantes eviten. Algunas dificultades comunes que vemos son:

- Siselespide alos estudiantes que encuentren la mejor forma de hacer algo, pueden
sentirse inclinados a idear algin tipo de puntaje que logre sus metas lo mas econdémica y
rapidamente posible. Al final, es posible que tengan un componente de costo y otro de
tiempo en su modelo. Los modeladores inexpertos pueden decidir simplemente agregar
estos componentes, llevandolos a sumar un término con unidades monetarias a un
término con unidades en horas.

- Losestudiantes pueden involucrarse y emocionarse tanto con su modelo que olvidan que
éste no es obvio para las personas ajenas a él. Se les tiene que recordar frecuentemente
que, cuando presenten sus modelos de forma escrita, deben explicar sus ideas a una
audiencia que no esta familiarizada con su trabajo.

- Elconcepto de hacer suposiciones puede ser desconcertante para los estudiantes. No es
poco comun para los modeladores principiantes que incluyan todo lo que parezca una
suposicion, sea o no importante. Por ejemplo, en el problema de Manejando por
Combustible del Capitulo 1, los estudiantes pueden incluir una oraciéon como
“suponemos que hay 16 horas de luz al dia”. Esta suposicion no debe ser incluida en este

caso ya que es completamente irrelevante al modelo.

Mas sugerencias y dificultades comunes pueden ser encontradas en el manual mencionado

anteriormente, Modelacion Matemadtica: Primeros Pasos y Primeras Soluciones.

ASESOR DE INSTRUCCION (“COACH")
Como se sefial6 anteriormente, algunos estudiantes tienen dificultades con la transiciéon
abrupta de lo que ellos pensaban que una clase de matematicas debia ser alo que encuentran
en un curso de modelaciéon matematica. Por ejemplo, observar al docente plantear ejercicios
para los que haya un procedimiento claro y una inica respuesta y después imitar el
procedimiento para un conjunto de problemas, cada uno con una sola respuesta correcta.
Entonces, se les proporciona un problema desafiante que puede parecer no contener
matematicas, con poco o nada de direccion mas que la instruccién de que necesitan resolverlo
todo por si mismos. Esta transicion, si no es apropiadamente apoyada, puede ser abrumadora
al punto de ser incapacitante para los estudiantes. Adicionalmente, como se sefiald
anteriormente, en el mundo de la modelacion matematica, las
decisiones de los estudiantes tienen consecuencias en términos del
trabajo hecho y los resultados de éste. La gravedad de estas
consecuencias y el valor colocado en éstas ocasiona que el salon de
clases esté mucho mas cargado emocionalmente que durante una clase
tipica de matematicas. Por lo tanto, tal vez uno de los papeles mas
importantes que tenemos como instructores es el de asesor o coach.



EVALUACION

En el campo deportivo, el coach suele explicar las estrategias mas importantes a su equipo,
sabiendo que éstas necesitaran ser modificadas a medida que surjan, para abordar los retos
unicos de cada partida. El dia del juego, el coach no se une a jugar con su equipo, sino que se
encuentra siempre tras bastidores, observando cuidadosamente el juego. Después de que todo
haya terminado, el entrenador revisa lo ocurrido con su equipo y ofrece una critica
constructiva y retroalimentacion para que aprendan de cada experiencia y se vuelvan mas
fuertes. Analogamente, debemos preparar a nuestros estudiantes dandoles una idea de qué
esperar antes de que se les dé un problema; debemos decirles abiertamente que este curso
sera diferente y se sentira diferente a cualquier otro curso que hayan tomado, que los
sentimientos iniciales de frustracion son normales y que, a lo largo del semestre, estos daran
lugar a sentimientos de logro. Durante el proceso de modelacion, o componentes de éste,
debemos ofrecer retroalimentacion detallada, profunda y oportuna a nuestros estudiantes. A
lo largo de este proceso de retroalimentacion, podemos facilitar el desarrollo de sus
habilidades y proeza modeladora a través del semestre.

Un buen entrenador también conoce bien a sus jugadores. Sabe cuando se beneficiaran mas
de una evaluacion firme y honesta de un desempefio débil, en contraste con las situaciones en
las que se beneficiaran mas de una conversacion alentadora. Considerando el alto nivel de
inversion emocional en el escenario de una clase de modelacidn, también necesitamos
trabajar para entender como involucrarnos mejor con nuestros estudiantes a medida que

navegan los retos del curso.

Asi como el disefio y la implementacion de un curso de modelaciéon matematica es diferente
de un curso tipico de matematicas, la evaluacion es también diferente. No hay un sistema de
tareas en linea para la modelacion y, aunque es facil poner a prueba si los estudiantes saben la
formula cuadratica y cdmo usarla o no en un examen de 50 minutos, no es obvio como evaluar

en qué medida los estudiantes conocen el proceso de modelacion y lo aplican correctamente.

Afortunadamente, hay una variedad de formas para evaluar el aprendizaje de los estudiantes
en un curso de modelacién matematica, pero antes de discutir los métodos de evaluacion es
importante determinar qué es lo que usted planea evaluar. Recuerde que las metas de un
curso de modelacion matematica son multifacéticas y pueden incluir:

- Eldominio en la aplicacién de componentes individuales del proceso de modelacion;

- Eldominio en la aplicacién del proceso completo de modelacion;

- Lahabilidad de comunicar efectiva y apropiadamente los resultados;

- Lahabilidad de trabajar como miembro de un equipo;

- Eldesarrollo de la persistencia.

A continuacion, describimos brevemente medios razonables para evaluar cada uno de estos
criterios seguido de una discusion sobre como trasladarse del proceso de evaluacion ala

retroalimentacion y, finalmente, a una calificacion.

DOMINIO DE LOS COMPONENTES INDIVIDUALES DEL PROCESO DE
MODELACION

Aunque esto no es cierto para todos los componentes del proceso de modelacion, ésta es una
de las pocas metas del curso que verdaderamente puede ser evaluada con facilidad en un
escenario de examen. Por ejemplo, para valorar la habilidad de los estudiantes de evaluar
suposiciones, puede darles un problema, un modelo y una lista de posibles suposiciones.

Posteriormente, puede pedirles a los estudiantes que identifiquen las suposiciones que son




relevantes al problema o al modelo; podria pedirles que den justificaciones para esas
suposiciones relevantes. Para evaluar las habilidades de los estudiantes en la evaluacion del
modelo, puede proporcionarles un problema, datos y algunos modelos matematicos y después

pedirles que califiquen los modelos y den su razonamiento para asignar dicha calificacion.

DOMINO DEL PROCESO DE MODELACION TOTAL

Aunque puede ser posible hacer que los estudiantes resuelvan un problema de modelacién
pequeiio en una sola sesion de clase, un problema verdaderamente significativo de
modelacidén toma tiempo. Ademas, los estudiantes descifraran el problema y progresaran
hacia una solucién en una variedad amplia de ritmos, por lo que no seria razonable forzar el
arduo trabajo de completar el proceso de modelacion en una sola hora de clase para un
examen que tenga lugar en el aula. Mas atn, el proceso de modelacion se lleva mejor a cabo en
grupos. Por ende, los proyectos de grupo pueden ser la condicidn 6ptima para observar el
dominio del proceso de modelacion total de sus estudiantes

HABILIDAD PARA COMUNICAR EFECTIVA Y APROPIADAMENTE SUS
RESULTADOS

El componente final del proceso de modelacion es reportar sus resultados. Como instructor,
usted puede decidir cuanta direccién debe proporcionar para el formato de entrega, si usted
ha pasado tiempo significativo discutiendo la mejor manera de comunicar ideas con base en la
audiencia, metas y el medio de comunicacion, entonces puede que haga parte de la tarea
determinar los detalles del formato correcto, como el nivel de detalle y la voz. Sin embargo, si
no ha discutido esto, quiza usted deba guiar ain mas a sus estudiantes en sus reportes,
particularmente al comienzo del semestre. Los reportes, que pueden ser en grupo o
individuales, ofrecen una oportunidad excelente para evaluar las habilidades de
comunicacion escrita; estos productos, si se comparten con la clase, permiten también dar a
los estudiantes la oportunidad de ver cdmo sus compafieros pueden haber tomado un enfoque
diferente para resolver el mismo problema. Usted podria considerar el hacer que los
estudiantes evaltien sus presentaciones entre ellos

HABILIDAD PARA TRABAJAR COMO MIEMBRO DE UN EQUIPO

Podria usted decidir que ésta no es una meta importante para su curso, y por ende puede
escoger no evaluarla. Aunque es dificil desarrollar herramientas de evaluacion concretas para
medir el espiritu de equipo de un estudiante, usted puede concebir una evaluacion mas
abstracta basada en observaciones de la dinamica en clase, y también puede pedirles a los
estudiantes que proporcionen retroalimentacion acerca de las interacciones de su grupo y las

percepciones acerca de trabajar con cada miembro del equipo.

PERSISTENCIA Y OTROS HABITOS DE LA MENTE

Como ocurre con el trabajo en equipo, es dificil evaluar este criterio de forma concreta, sin
embargo, usted puede hacer observaciones y proveer retroalimentacion para mejorar.

ASIGNAR CALIFICACIONES

En la modelaciéon matematica, no hay una respuesta correcta. Algunos enfoques y respuestas
son patentemente mejores que otras, mientras que dos enfoques muy diferentes pueden,
ultimadamente, demostrar niveles similares de competencia en la modelacién. Esto puede
hacer que calificar sea dificil.



Hay multiples enfoques para calificar, y realmente depende de usted, como instructor, decidir
cual le funcionara mejor. Aqui hay algunos enfoques posibles para evaluar las entregas de los

estudiantes:

Riibrica del proceso. Usted puede desarrollar una ribrica que identifique los componentes
clave en el proceso de modelacidn, incluyendo aspectos especificos del problema. Para cada
seccidn de la rabrica, escriba el nivel de competencia que esperaria ver en un equipo que
trabaje muy bien, un equipo que trabaje lo suficiente y un equipo que no trabaje muy bien. Al
sopesar estos y asignar puntos a cada seccion de la rubrica, se puede determinar un puntaje

numérico.

Riibrica minima/holistica. A medida que lee cada reporte, usted puede simplemente decidir
si el trabajo de sus estudiantes fue completamente claro, convincente y completo (trabajo de
nivel A), cumplio6 con los estandares minimos de la tarea (trabajo nivel C) o fall6 en realizar

bien la actividad (trabajo nivel F), con reportes que caen entre Ay C, ganando una B, etc.

Riibrica detallada. Puede idear una rubrica detallada que aborde cada paso que esperaria que
un equipo encuentre en el proceso, incluyendo las respuestas correctas; sin embargo, en un
problema realmente abierto, esta rubrica no permitira evaluar adecuadamente la diversidad
de soluciones que puede encontrar. Por esta razdn, disuadimos enfaticamente de asignar un

namero estricto de puntos a componentes de una idea preconcebida de la respuesta correcta.

Sin importar qué enfoque escoja para calificar, hay un par de ideas que vale la pena
implementar para mejorar el aprendizaje del estudiante y las actitudes en el salon de clase,
incluyendo las suyas:

- Laretroalimentacion es mucho mas importante para promover el crecimiento que para
calificar, asi que asegtirese de proporcionar a sus estudiantes suficientes comentarios
para que mejoren en tareas posteriores;

- Asegurese de compartir con sus estudiantes sus normas y esquemas para calificar. Es
importante que ellos entiendan cdmo estan siendo evaluados;

- Calificar proyectos escritos largos y detallados puede parecer una tarea abrumadora,
pero no tiene que ser asi. Genere una estrategia que le ayude a enfocar su esfuerzo 'y
tiempo en las cosas que realmente quiere evaluar, reconociendo la relacion entre su
tiempo y la calidad y cantidad de retroalimentacion que les proporcione a los
estudiantes.

- Proporcionar retroalimentacion provisional puede ayudar a los estudiantes a que no
gasten una gran cantidad de tiempo dirigiéndose en la direccidon equivocada o armando
un producto insuficiente. Las oportunidades para evaluar trabajo parcialmente completo
pueden ser informales, como discusiones a medida que camina por el salén de clase, o
formales, como entrega de un borrador, una porcién del escrito o de las matematicas. El
trabajo que se invierte en evaluar estas entregas provisionales puede mejorar la entrega
final al punto de que el tiempo total usado en calificar es, de hecho, reducido.

- Notodo proyecto necesita de un reporte escrito completo. Los estudiantes pueden
empezar a sentirse agotados por el proceso de escritura y usted puede empezar a sentirse
cansado de calificar, asi que considere pedirles solamente un resumen ejecutivo.
Alternativamente, puede optar por enfocar la evaluacion de un proyecto en particular en
una o dos secciones del reporte. Si hace esto, asegirese de que sus estudiantes sepan
donde concentrar sus esfuerzos.

- Considere tener una politica de revision obligatoria. Calificar proyectos puede ser

molesto, especialmente si el trabajo requiere mucha retroalimentacion. Si encuentra que



MODELACION A
TRAVES DEL
CURRICULO

STEM

el proyecto tiene fallas significativas, puede considerar tener una conversacion con
el(los) autor(es) para proveer retroalimentacion en persona y pedirles que lo revisen y lo
vuelvan a entregar. La conversacion probablemente no tome mas que lo que tomaria dar
retroalimentacion escrita, pero les da alos estudiantes una oportunidad de participar en
la conversacion acerca de lo que usted valora en su trabajo, haciendo esta entregay

posiblemente aquellas que le sigan, significativamente mejores.

Para sugerencias adicionales, por favor vea el Apéndice D.

MOTIVACION

Alinicio de esta seccion nos enfocamos en el desarrollo e implementacion de un curso de
modelacion matematica para estudiantes no pertenecientes al curriculo STEM, y las
habilidades desarrolladas en dicho curso son igualmente importantes para los estudiantes de
carreras STEM. Estas habilidades incluyen aquellas que son transferibles como: desglosar un
problema, grande e impreciso, en una pregunta manejable; identificar y usar fuentes

confiables; trabajar efectivamente en grupo; y comunicarse efectivamente.

Para las carreras STEM, particularmente las carreras no de matematicas, los cursos de
matematicas requeridos pueden parecer no relacionados con sus metas disciplinarias y de
carrera, especialmente silas matematicas ensefiadas carecen de aplicaciones significativas y
relevantes. La comunidad de educacion en ingenieria ha emitido recientemente llamamientos
para la transparencia en cuanto a la relevancia de las matematicas. Contextualizar las
matematicas en forma de preguntas de modelacion ayuda a responder a este llamado para
demostrar su relevancia a los estudiantes. Mas atin, aprender matematicas en contexto ha

demostrado promover entendimiento mas profundo y conceptual del material.

Por estas razones, se le debe dar a todas las carreras STEM oportunidades para involucrarse
con los elementos de la modelacion. Estas oportunidades pueden venir en forma de un curso
de modelacion matematica para carreras STEM o a través de la inclusion de actividades de

modelacion en el curriculo STEM de matematicas existente. Ambas opciones son discutidas

en la siguiente seccion.

IMPLEMENTACION

Sabemos que muchos curriculos STEM, particularmente en programas de ingenieria, estan ya
llenos de cursos, lo que puede hacer dificil afiadir un curso completo de modelacion. Por ende,
la mayor parte de esta secciéon aborda formas para incluir modelaciéon matematica dentro del
curriculo STEM de matematicas estandar, pero antes sefialaremos brevemente algunas
consideraciones para aquellos de ustedes que puedan tener o estén considerando agregar un
curso de modelacion matematica para todas las carreras STEM, no solo las carreras de

matematicas.

Un curso de modelacion matemédtica para las carreras STEM, El Comité MAA 2015 en la
Guia Curricular del Programa Universitario en Matematicas incluye recomendaciones para el
desarrollo de un curso de modelacién matematicas para carreras de matematicas, pero las
habilidades en modelacién abordadas son también importantes para las carreras STEM no de
matematicas. Al considerar un curso de modelacion matematica completo para todas las
carreras STEM, existen diferentes beneficios dependiendo de su ubicacion en el curriculo.
Especificamente, un curso temprano provee a los estudiantes de un fundamento en
modelacidn que puede ser aprovechado a lo largo del curriculo. Alternativamente, un curso
posterior en el curriculo puede hacer uso de un conjunto amplio y mas maduro de




herramientas matematicas, incrementando la complejidad y diversidad de los problemas que
los estudiantes pueden enfrentar. Idealmente, la modelacion matematica debe ser algo que
los estudiantes vean alo largo de todo su curriculo universitario, de modo que, aunque exista
un curso de modelacion de nivel superior, la experiencia curricular del estudiante STEM
puede ser enriquecida también al incluir actividades de modelacién en cursos STEM de bajo

nivel, como célculo, algebralineal y ecuaciones diferenciales.

Modelacidn en Célculo, Algebra Lineal y Ecuaciones Diferenciales, La mayoria de los
estudiantes de las carreras STEM toma al menos algunos cursos en la secuencia de célculo, si
no la secuencia entera, y muchos de ellos también toman ecuaciones diferenciales o dlgebra
lineal. Dada la amplia audiencia, estos cursos proveen escenarios éptimos para introducir a
los estudiantes a la modelacién matematica. En esta seccion, presentamos como la
modelacidn puede ser usada para facilitar las metas de aprendizaje existentes en estos cursos
al discutir: donde se puede usar la modelacion en un curso, qué hacen los estudiantes cuando
modelan y los papeles que usted, como instructor, tiene mientras ayuda a los estudiantes a
desarrollar tanto sus habilidades matematicas como las habilidades transferibles.

Usando la modelacion en cursos existentes. Considere su curso de calculo de primer
semestre; el curso cubre una lista completa de temas que son ensefiados a la par con objetivos
de aprendizaje especificos y probablemente también incluye aplicaciones como velocidad,
tasas relativas y optimizacién. De forma similar, el resto de la secuencia de célculo y otros
cursos de matematicas requeridos para las carreras STEM también ya incluyen,
probablemente, aplicaciones. Sin embargo, es importante recordar que las aplicaciones no
son necesariamente problemas de modelacion. Como fue ilustrado en el Capitulo 1, un
problema de aplicacion puede ser modificado para convertirse en un problema de
modelacion. Un problema de modelacion es abierto, dandole a los estudiantes autonomia a lo
largo del proceso de modelacion a medida que definen el problema, hacen suposiciones,
encuentran datos, desarrollan un modelo, ponen a prueba el modelo, analizan las soluciones,
generan conclusiones y reportan sus resultados. Sin embargo, el nivel de autonomia puede ser
restringido, de forma que los estudiantes sean capaces de experimentar muchos aspectos del
proceso de modelacién mientras atin abordan una habilidad matematica en particular. Por
ejemplo, usted puede hacer que los estudiantes recolecten datos sobre la temperatura de una
taza de café que se enfria a temperatura ambiente. Si les pide a los estudiantes que grafiquen
sus datos en forma de cambio en la temperatura contra temperatura (es decir, temperatura,
no tiempo en el eje horizontal), los estudiantes probablemente encontraran que la derivada
de la temperatura es aproximadamente una funcién lineal de la temperatura. Por lo tanto,
practicaran resolver ecuaciones diferenciales mientras que se involucran con elementos del
proceso de modelacion.

Como acabamos de ver, usted puede introducir un problema de modelacidon que haga que los
estudiantes empleen una habilidad recientemente adquirida. Alternativamente, un problema
de modelacidon como el del café mencionado anteriormente, puede ser introducido al
principio de la unidad con el propdsito de motivar las lecciones de la unidad entera,
reconsiderando el problema frecuentemente a medida que empiezan a construir el conjunto

de herramientas necesarias para abordarlo.

Ademas, otro enfoque es usar la modelacidn para generar conexiones entre ideas de cursos
diferentes, como una pregunta de modelacion en un curso de cdlculo cuya solucidn requiera
razonamiento estadistico basico o un problema de modelacién en un curso de calculo integral,
que también haga que los estudiantes piensen sobre tasas de cambio, recurriendo a sus
experiencias previas en calculo diferencial.




¢COMO HACEN
MODELACION
MATEMATICA
LOS
ESTUDIANTES DE
CARRERAS
STEM?

Aqui se presentan las ideas principales a tener en cuenta al comenzar a agregar modelacion a
sus cursos existentes:
- Aplicaciones que no son necesariamente modelacion, ya que se necesita tener algo de
autonomia y apertura.
- Incluso los problemas abiertos pueden ser presentados de tal forma que habilidades
curriculares particulares puedan ser involucradas y evaluadas.
- Lamodelacion puede ser usada para:
>  Motivar el uso de material nuevo;
>  Proporcionar practica para material recientemente aprendido;

>  Conectar material diverso.

Hay mucha flexibilidad en como incorporar la modelacion en el curriculo existente.
Dependiendo de las metas de sus cursos de matematicas STEM y la flexibilidad del programa,
sus estudiantes pueden involucrarse en el proceso completo de modelacion, o solo emplear
algunos elementos de éste. Pueden tener muchas pequefias preguntas de modelacion alo
largo del semestre o pueden tener solo uno o dos proyectos mayores. Los estudiantes pueden
trabajar en asilamiento, en grupos o con toda la clase. El trabajo con problemas de modelacion
puede ocurrir fuera del saldn de clases o las ideas de modelacién pueden convertirse en parte
de las lecciones y discusiones diarias a medida que la clase considera como cada nueva idea

enseflada impacta su modelo, su solucidn y la interpretacion de sus resultados.

Sin importar las aproximaciones que use y el nivel en el cual los estudiantes se involucren con
el proceso de modelacion, es importante que los estudiantes tomen responsabilidad de sus

experiencias de modelacion al asegurar algo de autonomia en el proceso.

ROL DEL CUERPO DOCENTE

En la seccion previa presentamos los siguientes roles del cuerpo docente: desarrollador del
curso, desarrollador del problema, facilitador de clase y asesor (coach). A medida que agrega
modelacidn a cursos existentes, usted tiene atiin que considerar muchas de las mismas
cuestiones, por lo que lo dirigimos a dicha seccion para una explicacidn detallada de estos
roles. A continuacion, resaltamos algunas consideraciones que no son abordadas en esa
seccion.

Desarrollador del curso y del problema. Dado que las metas de su curso de matematicas
estan muy probablemente relacionadas con el aprendizaje de contenido matematico, usted
necesitara disefiar problemas de modelacion que tengan suficiente informacién para que los
estudiantes desarrollen con mayor probabilidad un tipo particular de modelo, de forma que
usen el contenido matematico fijado como objetivo.

Asimismo, como desarrollador del curso, necesitara considerar cuanto tiempo desea dedicar
ala ensefianza del proceso de modelacidn y las habilidades transferibles, como la
comunicacion escrita. Tendra que tomar una decisidn consciente acerca de si debe dedicar
tiempo de la clase a estas metas secundarias, pero importantes, del curso. Aunque esto toma
una parte importante del tiempo destinado a la discusion en clase del contenido matematico,
invertir tiempo en la introduccion al proceso de modelacion y en practicas de escrituray
comunicacion al principio del semestre puede incrementar la productividad de los
estudiantes en el transcurso del semestre.



EVALUACION

REPASANDO LOS
PRINCIPIOS GUIA
Y LAS
CONCLUSIONES

Asesor de instruccion (coach). Los estudiantes en carreras STEM encontraran
probablemente problemas de modelacion en sus carreras y las habilidades que aprenden en
una clase de modelacidn son importantes y ttiles. Sin embargo, puede que usted encuentre
aun mas resistencia a la modelacion matematica en estudiantes de carreras STEM que en los
no pertenecientes a éstas, ya que muchos estudiantes STEM han prosperado en las aulas de
matematicas tradicionales, en las cuales simplemente han tenido que identificar problemas
por tipo y aplicar un algoritmo. Los problemas de modelacion empujan a los estudiantes a
razonar, tomar decisiones y aceptar las consecuencias de éstas, incluyendo la posibilidad de
fracaso y esto puede ser extremadamente incomodo para los estudiantes que se ven a si
mismos como buenos en matematicas y que no han experimentado retos o fracasos en sus
cursos de matematicas previos. Es importante que se le diga abiertamente a este grupo de
estudiantes que el proceso de modelacion incluye frecuentemente la experiencia del fracaso,
de modo que incluso los buenos modelos pueden ser mejorados, llevando a mejor
entendimiento y respuestas para el problema del mundo real en cuestion. Desde el momento
histdrico cuando la retencion de los estudiantes de las carreras STEM recibi6 la atencion del
Presidente Obama en los Estados Unidos es imperativo que aceptemos el papel de
entrenador, ddandole a nuestros estudiantes STEM la motivacién que necesitan para aceptar

estos retos y para que aprendan la alegria de superar el fracaso.

A diferencia de la evaluacidon en un curso de modelacion matematica universitario, el centro
de la evaluacion en un curso de contenido especifico, como calculo, debe ser primariamente el
contenido. Aunque atin desee evaluar el proceso de modelacion y las habilidades transferibles,
por ejemplo la comunicacion, como se discutio en la seccidn previa, en un curso dirigido por el
contenido también necesitara evaluar las habilidades de sus estudiantes en cuanto al
contenido matematico, como la habilidad de diferenciar e integrar. Los proyectos de
modelacién matematica necesitan no ser tareas suplementarias que son afiadidas a un curso
que ya esta lleno de tareas, pruebas y eximenes para calificar, sino que deben ser usados como
herramientas significativas para ayudarnos, como instructores, a obtener una evaluacion mas
completa del domino del material por parte de nuestros estudiantes. A lo largo de su
desarrollo, uso e interpretacion de modelos matematicos y resultados, nuestros estudiantes
muestran tanto la mecanica del material del curso, asi como su nivel de entendimiento, el cual
respalda el material. Esto nos brinda una rara oportunidad de evaluar la habilidad de los
estudiantes para aplicar el contenido matematico de nuestros cursos a problemas del mundo

real.

Mientras le damos cierre a esta seccion, pensamos que seria de ayuda repasar los principios
guia del Capitulo 1y observarlos a través de la lente de la ensefianza de la modelacion

matematica a nivel universitario.

LA MODELACION, TAL COMO LA VIDA MISMA, ES ABIERTA Y POCO CLARA

Como cuerpo docente que ensefa a estudiantes universitarios, estamos a cargo de
transformar gente joven en miembros de la sociedad que contribuyan y que estén preparados
para enfrentar los retos abiertos y poco claros del mundo real.

CUANDO LOS ESTUDIANTES ESTEN MODELANDO, DEBEN TOMAR
DECISIONES GENUINAS

Dados los diversos intereses, bases de conocimiento y experiencias de vida que los
universitarios llevan al salon de clase, nuestros grupos de estudiantes estan listos para ofrecer
conocimiento enriquecedor a los retos de modelacion, siempre y cuando los apoyemos.



EMPIEZA EN GRANDE, EMPIEZA CON POCO, SIMPLEMENTE EMPIEZA

Si esta desarrollando todo un curso de modelacidn, tal vez usted se pregunte como puede
empezar con poco. Antes de invertir energia significativa en comenzar todo un curso nuevo,
puede primero intentar una o mas actividades de modelacion en sus cursos existentes. Sin
embargo, también puede simplemente entrar de lleno a la experiencia de modelacién con sus
estudiantes, aprendiendo juntos en el camino.

LA EVALUACION DEBE ENFOCARSE EN EL PROCESO, NO EN EL

PRODUCTO

A medida que evaluamos el trabajo de nuestros estudiantes, queremos asegurarnos de que
nuestras metas para el curso y la métrica de evaluacion que usemos estén alineadas la una con
la otra. También tenemos que asegurarnos de comunicar claramente nuestras expectativas y
como se relacionan con nuestras metas y evaluaciones, de forma que nuestros estudiantes
estén listos para prosperar en este escenario de curso no tradicional.

LA MODELACION NO OCURRE EN AISLAMIENTO

A medida que preparamos a nuestros estudiantes para entrar en la fuerza laboral o en la
académica, también debemos prepararlos para trabajar bien en equipo. Adicionalmente, es
importante que los estudiantes entiendan como aprovechar el trabajo de otros a través de la
investigacion y la referenciacion, de modo que estén habilitados para hacer contribuciones

significativas al mundo.






INTRODUCCION

5. ;QUE ES LA
MODELACION
MATEMATICA? EL ARTE Y
SU SABOR

Cuando el proyecto GAIMME empez6, le preguntamos al equipo de autores, compuesto por
modeladores expertos, matematicos y docentes de matematica, cudl era su opinion sobre qué
es y qué no es la modelacién. En esta seccidn, presentamos extractos de sus respuestas, con el
objetivo de afiadir un sabor mucho mas suntuoso a nuestra descripcién y para exponer como
la modelacidn es vista por aquellos que la practican.

El Dr. Henry O. Pollack fue presidente de la Asociacion Matematica de América (MAA) y
subdirector de Investigacion Matematica en Bell Labs y Bellcore. Sus comentarios, tomados
de Historia de la Ensefianza de la Modelacidn, en Historia de las Matemadticas Escolares, Vol.
1, NCTM, 2003, se enfocan en la relacion de las matematicas con el mundo real:
“Los matematicos tienen el habito de dividir el mundo en dos partes: la
correspondiente a las matematicas y todo lo demas, siendo esto ultimo llamado
aveces como el mundo real. La gente tiende con frecuencia a ver estas partes
como independientes la una de la otra. Y nada podria estar mas alejado de la
realidad. Cuando usted usa matematicas para entender una situacién del
mundo real, que muy probablemente lo hace para tomar accién o incluso para
predecir el futuro, se toman en serio tanto las situaciones reales como las
matematicas resultantes. Estas situaciones y las preguntas asociadas a ellas
pueden ser de cualquier envergadura, ya sea enormes o pequeilas. Las grandes
pueden llevar a carreras de por vida y pueden establecerse departamentos
universitarios completos para preparar gente en estas profesiones. En el otro
lado de la escala, hay pequefias situaciones y sus preguntas correspondientes
que, a pesar de su tamafio, pueden ser de gran importancia para las personas
involucradas. Por ejemplo: planear un viaje, planificar la preparacion de la cena
del Dia de Accidn de Gracias, contratar un nuevo asistente o hacer ofertas en
una subasta.

Ya sea que el problema sea grande o pequefio, el proceso de interaccién entre
las matematicas y el mundo real es el mismo. La situacion real usualmente
tiene tantas facetas que usted no puede tomarlas todas en cuenta, asi que
decide cuales son las mas importantes y las mantiene. En este punto, usted
tiene una version idealizada de la situacion del mundo real que puede traducir
en términos matematicos. éQué tiene ahora? Un modelo matematico de la



pregunta idealizada. Entonces, usted aplica sus instintos y conocimientos
matematicos al modelo y gana conocimientos de interés, ejemplos,
aproximaciones, teoremas y algoritmos. Traduce todo esto a la situacion del
mundo real, esperando tener una teoria para la pregunta idealizada. Pero tiene
que volver a revisar. éSon los resultados practicos, las respuestas razonables y
las consecuencias aceptables? Si es asi, igenial! Si no, considere de nuevo las
decisiones que tomo en un principio y trate de nuevo. Este proceso entero se

llama modelaciéon matematica.”

Alolargo de este documento, hemos tratado de enfatizar la distincion entre un modelo

matematico y el proceso de modelacion matematica. Como la Dra. Katie Fowler de la

Universidad de Clarkson ha expresado tan elocuentemente:

“Un modelo matematico es una herramienta que usa las matematicas para
representar una situacion del mundo real para facilitar su cuantificacion,
analisis, creacion de predicciones y para ganar entendimiento. El proceso de
modelacion matematica es la creacion de dicha herramienta y frecuentemente
requiere creatividad significativa y la realizacion de lluvias de ideas, pero no
necesariamente matematicas complicadas. El proceso en si mismo incluye
determinar cudl es el resultado del modelo, es decir, qué esta siendo
cuantificado e identificar qué variables pueden impactar esta cantidad. Las
suposiciones deben ser hechas para determinar la relacion entre la
informacion de entrada y el resultado del modelo. Finalmente, puede haber
modelos matematicos multiples para cualquier escenario, con niveles variados
de complejidad. El modelo en si mismo depende de los recursos disponibles y
el conocimiento de la persona que lo crea. El proceso de modelacién incluye
validar el modelo para evaluar qué tan bien se desempefia haciendo

predicciones o medidas y, a través de esto, considerar su perfeccionamiento.”

Una forma de reflexionar sobre los pasos del proceso de modelacion y por qué son

importantes es provista por la Dra. Rachel Levy del Harvey Mudd College:

“La modelacion matematica efectiva:

- Usaherramientas matematicas (definidas de forma amplia) y escoge la
metodologia que se adapte al problema.

- Ledasentido a algo en el mundo (responde preguntas, descubre/explica
un fenémeno subyacente, hace predicciones/conexiones).

- Envuelve repeticion o iteracion para crear y mejorar el modelo segtiin
sea necesario, basandose en la evidencia disponible.

- Equilibralaviabilidad y la simplicidad con la optimizacidn, al hacer
aproximaciones utiles.

- Comunica el modelo y/o los resultados efectivamente para el cliente o la

audiencia.”

El Dr. Joseph Malkevitch del York College (CUNY), afirma:

“La modelacién matematica es la rama de las matematicas que trata del uso de
las matematicas para obtener entendimiento en campos y situaciones fuera de
las matematicas... Una enorme ventaja del uso de un marco de trabajo de
modelacion matematica a lo largo de las matematicas preuniversitarias es que
proporciona una rubrica para mostrar alos alumnos una perspectiva de las

matematicas que incorpora muchas otras ideas atractivas desde el punto de



vista de la sociedad y de la comunidad matematica sin hacer de la fobia a las

matematicas un resultado tan comun de su enseflanza en este nivel.”

MODELACION VS El Dr. Frank Giordano, en el libro A First Course in Modeling (“Un primer curso de
MODELO modelacion matematica”), primera edicién, Giordano y Weir, Brooks Cole, 1985, apunta:

“Asi que, équé es modelacion? Primero, es un proceso para conectar sistemas
del mundo real, como comportamientos o fendmenos observados, con el
mundo matematico, como por ejemplo, modelos, operaciones matematicas,
reglas y conclusiones matematicas. Un sistema es un conjunto de objetos
unidos en una interaccion regular o en interdependencia. El modelador esta
interesado en entender como funciona un sistema en particular, cual es la
causa de un cambio en el sistema y la sensibilidad del sistema a ciertas
modificaciones. Con frecuencia, el modelador esta interesado en predecir qué
cambios pueden ocurrir y cuando. En el centro del proceso se encuentra la

construccion o seleccion de un modelo.

Entonces, équé es un modelo? Un modelo matematico es un constructo
disefiado para estudiar un sistema o fendmeno particular del mundo real. El
constructo puede ser grafico, simbdlico, una simulacién o un constructo
experimental. Una vez que se tiene un fenémeno de interés, podemos escoger

una representacion matematica o podemos elegir replicar el comportamiento.”

Dan Teague, de la Escuela de Ciencia y Matematicas del Estado de Carolina del Norte

(NCSSM) describe el mundo a través de una lente matematica:
“Un modelo matematico es una caricatura matematica de algun proceso o
fenémeno de importancia e interés en nuestras vidas. Esta caricatura es
dibujada con conceptos matematicos y simbolismos, en lugar de carboncillos y
acuarelas y, como todas las caricaturas, enfatiza algunos aspectos del
fendmeno real y disminuye o ignora otros. El método de ignorancia intencional
en el cual algunos detalles del fendmeno real son omitidos o se asume que se
comportan adecuadamente nos permite mantener una representacion simple
y ordenada. Los modeladores se esfuerzan por usar la ignorancia temporal
efectivamente, con algunos componentes que de inicio se omiten para después

ser afiadidos de nuevo una vez que el modelo empieza a tomar forma.

Durante la primera ronda, los modeladores crean una representacion

matematica que captura la forma mas simple de su problema, reteniendo la
esencia de éste. Investigan y examinan la representacion con herramientas
matematicas hasta que se da lugar a algo de entendimiento o conocimiento
sobre el fendmeno que estd siendo investigado que no era evidente antes de

que el problema fuera creado.

A través de la simplificacion, los modeladores esperan capturar algunos
aspectos importantes o estructuras del fendmeno en forma matematica, y, al
aplicar las reglas estandar de las matematicas de forma creativa, se espera
observar el proceso o fenémeno desde una nueva perspectiva desde la cual el
entendimiento y conocimiento necesario puede ser logrado. Este nuevo
entendimiento o conocimiento les da alos modeladores un nuevo punto de

partida para la siguiente iteracion del modelo, en la cual algunas suposiciones




pueden relajarse y el modelo captura mas del fenémeno y se convierte menos

en una caricatura y mas en un retrato.”

Karen Bliss del Instituto Militar de Virginia (VMI) describe varios fenémenos con
matematicas:
“Yo veo la modelacion matematica como una respuesta a una pregunta o al
deseo que lleva a la descripcion de un fenémeno. Tal vez, uno quiere saber la
mejor forma de disefiar algo. O quizas, uno ha encontrado algunos datos y le
gustaria poder explicarlos o, incluso, hacer una prediccion acerca de los valores

futuros.

Unavez que la pregunta es planteada, esperamos cuantificar aspectos del
fendmeno. Quizas consideremos las leyes de la fisica o tomemos en cuenta
nuestro conocimiento sobre otra disciplina. Por ejemplo, con el objetivo de
cuantificar una tasa de transmision, podemos reflexionar sobre cémo una
enfermedad se dispersa, de forma precisa, en personas infectadas poniéndose

en contacto con personas susceptibles.

Finalmente, nuestro modelo matematico es una ecuacion o ecuaciones que
creemos que describen el fendmeno. En este punto, nos hemos movido del
fenémeno fisico al terreno de las matematicas, y podemos usar la riqueza de
herramientas que las matematicas proporcionan para ayudarnos a encontrar

una solucion para el problema matematico en cuestion.

Nota: el término solucidn no esta bien definido en este contexto, dado que el
tipo de solucion depende de qué pregunta estamos planteando; puede que sea
un numero, puede ser una funcion, puede ser un vector de nimeros que
representa el valor de una cantidad en los siguientes 10 afios, puede ser una
estadistica, etc.

La solucion que encontremos es una solucion al problema matematico.
Tenemos que considerar si esa solucion matematica tiene sentido en el
contexto del fendmeno fisico. éSe ajusta alos datos? {Podemos confiar en que
explicara el fendmeno? ¢{Capturamos las caracteristicas importantes del

fenémeno fisico o desestimamos algo?”

Es asi como la modelacion es un proceso que nos habla acerca del mundo, como la Dra. Rose
Mary Zbiek de la Universidad Estatal de Pennsylvania enfatiza:

“La modelacién matematica es un proceso empirico o tedrico que produce una

o mas entidades matematicas que, con sus propiedades, captura aspectos clave

y relaciones entre estos dentro de una situacion real o imaginaria, un proceso

que, idealmente, es realizado por el modelador en servicio de resolver un

problema o conseguir entendimiento relacionado ala situacion.”

Cuando modelamos el mundo real, siempre estamos haciendo una aproximacion de la
realidad y al final, obtenemos una respuesta aproximada. Esta es la diferencia entre ser
definitivo y ser defendible. Aunque raramente habra una forma o una respuesta correcta,
debemos ser capaces de defender las decisiones que tomamos en términos de lo que
entendemos sobre una situacion del mundo real y a través de lo que podemos hacer




matematicamente. Pero la modelacion es frecuentemente un toma y daca, como Landy

Godbold de las Escuelas de Westminster apunta:
“Alolargo del proceso de modelacion, una meta primaria es usar la
informacidn proveniente desde un punto de vista para guiar el trabajo hacia
uno nuevo. La modelacion empieza tipicamente en el mundo contextual, con el
modelador tomando decisiones con relacion a qué caracteristicas de la
situacion son consideradas como esenciales y cudles pueden ser simplificadas o
ignoradas inicialmente con el objetivo de construir una representacion
matematica manejable pero significativa. Ser capaz de jugar a “qué pasaria si”
al variar parametros con un constructo matematico, puede reemplazar una
gran parte de la experimentacidn fisica, por ejemplo. La modelacion puede
llevar al modelador desde el concepto de “La Respuesta” a un mundo de

respuestas.”

Construir modelos requiere creatividad, comprension de las matematicas y los contextos y la
habilidad artistica de aceptar o acoger representaciones que son necesariamente incorrectas
en algunos aspectos para poder ganar entendimiento. La modelacion implica la
simplificacion. Qué aspectos de una situacion simplificar y cuales tratar de representar de
forma mas exacta son decisiones que pueden variar, y éstas dependen del entendimiento del
contexto, los objetivos, el modelo y las herramientas matematicas disponibles para el
modeladory, tal vez, para un consumidor del modelo.

“Los alumnos se enteran del uso de modelos todos los dias. Los modelos

predicen las rutas de las tormentas y el curso de enfermedades como el ébola.

También ayudan a dar forma al panorama politico. Desde un punto de vista

educativo, hacer modelacidon provee una posibilidad para que los alumnos

puedan moverse de tocar escalas a hacer musica, por tomar prestada una idea

expresada por Dan Teague hace muchos afios.”

Dado que la modelacién matematica es un proceso, es importante distinguirlo de las

aplicaciones matematicas. Como Pollack ha escrito:
“Cada aplicacion matematica usa las matematicas para entender, evaluar o
predecir algo en la parte del mundo que se encuentra fuera de las matematicas.
Lo que distingue la modelacion de otras aplicaciones matematicas es: (1)
atencidn explicita al comienzo del proceso, en donde se parte desde el
problema que se encuentra fuera de las matematicas para culminar en su
formulacion matematica y (2) una reconciliacion explicita entre las
matematicas y la situacion del mundo real, al finalizar. A lo largo del proceso de
modelacion, se le da consideracion tanto al mundo externo como a las
matematicas y los resultados tienen que ser tanto matematicamente correctos

como razonables en el contexto del mundo real.”

En la mayoria de los escenarios educativos, las aplicaciones son introducidas al final de los
capitulos que ensefian procedimientos especificos. Los alumnos estan bien conscientes de
que deben usar estos procedimientos para resolver el problema de aplicacion dado. Pero en
un problema tipico de modelacion matematica, el problema no anuncia qué tipo de
matematica se debe usar para analizarlo o resolverlo. De hecho, dado que los problemas
vienen del mundo real, no es inmediatamente claro que las matematicas pueden ser de ayuda
en lo absoluto. Este asunto de como empezar a trabajar en un problema de modelacion, es

decir, déonde empezar, es el que hace de la ensefianza y el aprendizaje de la modelacion




matematica algo muy desafiante pero también, algo sumamente gratificante. Dedicamos este

reporte a promover este esfuerzo.
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APENDICE A:

RECURSOS DE
MODELACION
MATEMATICA

En esta seccion, se proporcionan problemas ejemplificativos de diferentes fuentes con un
triple propdsito. Primero, informar al lector sobre los tipos de problemas de modelacion
disponibles en recursos comunes; segundo, ayudar al lector a identificar exactamente cémo el
proceso de modelacion matematica es abordado en estos problemas ejemplificativos; y
tercero, ayudar al lector a identificar formas bajo las cuales algunas tareas de modelacion
matematica pueden ser modificadas para enfatizar diferentes partes del proceso de
modelacidn que las tareas proporcionadas pueden no estar abordando.

Hay dos consorcios principales encargados de desarrollar evaluaciones alineadas con los
CCSSM (Common Core State Standards for Math; Estdndares Estatales Comunes de
Matematicas),1a PARCC (Partnership for Assessment of Readiness for College and Careers;
Asociacion para la Evaluacion de la Preparacion para la Universidad y Carreras) y el Smarter
Balanced Assessment Constortium (Consorcio de Evaluacion de Smarter Balanced), o
simplemente Smarter Balanced. Como tal, es razonable observar estos exdmenes y darse
cuenta de como la modelacion es evaluada dentro de ellos, con el objetivo de ganar
entendimiento sobre las expectativas en cuanto a las competencias de modelacion. Sin
embargo, debe sefialarse que la evaluacion de la modelacion se encuentra en sus primeras
etapas. Esto significa que hay varios niveles de éxito en relacion con la capacidad de asegurar
que las competencias de modelacion estén siendo realmente evaluadas.

Al momento de la realizacion de este texto, la PARCC ha publicado unos cuantos ejemplos de
los tipos de problemas de modelacion que los estudiantes encontraran. Dentro de una
cuestion de modelacion tipica de PARCC, el problema est4 especificado, lo cual no permite al
estudiante demostrar su habilidad para identificar el problema a resolver. Mas atn, las
suposiciones raramente necesitan ser formuladas y, por ende, el estudiante puede completar
facilmente el problema sin reconocer este hecho. Asi mismo, las variables importantes son
dadas por lo general de forma explicita. También, el analisis del modelo, la evaluacion y la
repeticion se encuentran, en gran parte, ausentes. Sin embargo, es comun que los estudiantes
reporten sus resultados, incluyendo alguna explicacion de su metodologia de resolucion.



PROBLEMA EJEMPLIFICATIVO DE PARCC: ARREGLO RECTANGULAR
DEL MAESTRO DE ARTE

Los items de modelacion publicados por PARCC muestran una preferencia hacia la gradacion
para ayudar a los alumnos a avanzar en cada tarea. El item de modelacion de tercer grado, £/
Arreglo Rectangular del Maestro de Arte, consiste en tres preguntas. El objetivo general de
este item de modelacion no se explica ni se deja para que el alumno lo identifique desde el
principio del problema. Este es introducido con una simple explicacion: “Un maestro de arte
colocara azulejos pintados por los alumnos de tres clases de arte en una seccion de la pared.”

El namero de azulejos de cada clase es proporcionado.

Parte A. El alumno debe determinar cuantos azulejos en total tiene el maestro de arte para
colocar en esa seccion de la pared. En este paso, las variables esenciales son definidas, aunque
no por el estudiante sino por quien escribié la tarea. La variable en cuestion es el nimero total

de azulejos.

Parte B. Una cuadricula de 10 x 10 es proporcionada (ver el Problema A.1). Se le menciona al
alumno que se debe hacer un arreglo rectangular con los azulejos y que cada cuadrado de la
cuadricula debe representar un solo azulejo. Aqui, de nueva cuenta, el alumno define
variables, especificamente cuantos azulejos pueden ser colocados y cuantos es razonable
colocar en un espacio determinado, asi como de qué forma deben ser dispuestos. Se le
instruye al alumno que sombreé los cuadrados de la cuadricula para mostrar como un arreglo
rectangular puede ser hecho a partir de todos los azulejos. Note que un alumno puede llegar a
la solucién a través de prueba y error, a pesar de que el objetivo de la evaluacion sea que el

alumno haga uso de la relacion entre la multiplicacion y los arreglos rectangulares.

Parte C. En este segmento se deja saber al alumno que otro arreglo rectangular es creado
usando 56 azulejos, con 7 azulejos por fila y que se usa una ecuacion de multiplicacion que
utiliza laletra Rpara representar el nimero de filas. Se le indica al alumno que escriba esa
ecuacion con la variable R. Esta parte requiere que el estudiante extienda el modelo creado en
la Parte B a un modelo y una solucion mas matematizados que los creados en la parte B. En el
ejemplo para tercer grado, se involucran algunos pasos de la modelacion matematica, por
ejemplo hacer los célculos y repetir. Pero se esta lejos de aplicar todos los pasos. Este
problema puede ser adaptado para el salon de clases, por ejemplo, al permitir que los alumnos
determinen las restricciones de la situacion por si mismos. El docente puede dirigir una
discusion sobre como seria mejor arreglar los azulejos o incluso podria indicar una
preferencia hacia un arreglo rectangular. Una vez que se haya acordado de cualquier forma un
arreglo rectangular, el docente puede pedir a los alumnos que lo hagan. Muchos tipos de
configuraciones pueden ser presentadas. Entonces, se les puede pedir alos alumnos que
implementen el modelo en una pared del salén de clases. Es posible que encuentren que
algunos arreglos de azulejos no encajan. Esto los llevara a descubrir que el espacio disponible
también importa, asi como saber si la superposicion de azulejos esta permitida o si se debe
considerar espaciamiento entre los azulejos. Una vez que los alumnos hayan tomado en

cuenta estas restricciones, pueden generalizar el modelo.



La cuadricula muestra cuanto espacio puede usar el maestro de artes.
Usa la cuadricula para crear un arreglo rectangular que muestre como
el maestro puede colocar los azulejos en la pared.

Selecciona los cuadrados a sombrear. Cada azulejo debe ser denotado
por un cuadrado sombreado.

PROBLEMA A.1: iTEM DE MODELACION PARCC DE 3° GRADO, EL ARREGLO RECTANGULAR DEL

MAESTRO DE ARTE, PARTE B.

PROBLEMA EJEMPLIFICATIVO PARCC: CAMBIOS DE TEMPERATURA

Un item de modelacién PARCC de Algebra I1/Mateméticas I1I contiene evidencias parala
evaluacion de algunas partes del proceso de modelacion matematica que no estan presentes
en muchos otros elementos evaluativos, particularmente el generar suposiciones, definir
variables esenciales y analizar el modelo. En el problema Cambios de Temperatura (ver el
Problema A.2), se plantea un escenario en donde un cientifico estudia patrones de
enfriamiento a medida que una substancia se enfria de 200°C a 0°C. Se presenta un plano con
la temperatura de cierta substancia a 0, 40, 80 y 120 segundos dentro del experimento.
Posteriormente, se grafica tiempo contra temperatura dando lugar a tres posibles modelos:

las curvas A, By C, que son ajustadas dentro de la grafica.

Parte A. El estudiante debe emparejar el tipo de modelo con las curvas, sea lineal, cuadratico
o exponencial, e identificar el mejor modelo para el enfriamiento de la substancia durante el
periodo de 0 a 250 segundos. Después, debe explicar por qué los demas modelos no se ajustan
alos datos. Esto requiere que las suposiciones sean hechas y especificamente que la tendencia
vista en los cuatro puntos dados sea continua. Al escoger el mejor tipo de modelo, el
estudiante debe determinar las variables esenciales en este escenario, especificamente que la
temperatura no debe incrementar, eliminando asi el modelo cuadratico, y que la temperatura,
por disefio, no debe caer por debajo de 0°C. Por ende, el modelo lineal se elimina. Este item
requiere también que el estudiante evaltie los modelos presentados para determinar cual es

mejor y que explique su evaluacion.



Parte B. Se da al estudiante la tarea de construir una ecuacion para el modelo especifico. Esta
es la asignacion usual en matematicas. Debe ser sefialado que, con la intencién de completar
esta parte del problema, el estudiante debe hacer uso de la estimacion, dado que la base de la
funcidn exponencial no es la misma para cada cambio sucesivo de temperatura. Las bases son
cercanas la una de la otra, por lo que, al usar este modelo, el estudiante debe aceptar que el
modelo no representara perfectamente el enfriamiento de la sustancia con el objetivo de
completar el problema de forma exitosa. Si se usa en un saldn de clases, seria razonable

discutir explicitamente las suposiciones que se usan para resolver el problema.

Una cientifica esta estudiando los patrones de enfriamiento de un material particular a
través del tiempo. Su investigacion requiere calentar una muestra del material a
200°C. Ella registra la temperatura de la muestra mientras se enfria hasta llegar a los
0°C. La tabla muestra los datos recolectados durante los primeros 2 minutos del
proceso de enfriamiento.

TIEMPO DE ENFRIAMIENTO DEL MATERIAL (SEGUNDOS) 0 40 80 | 120
TEMPERATURA (°C) 200 | 141 | 101 | 74

La figura muestra los datos de la cientifica (los puntos correspondientes a sus
mediciones se encuentran representados por los puntos grandes en la grafica).
También se muestran tres modelos posibles para los datos: un modelo lineal, un
modelo cuadratico y un modelo exponencial

TEMPERATURA (°C)

TIEMPO (S)
.Cual modelo es lineal?, ;Cuadl es cuadratico?, ;Cual es exponencial?

.Qué modelo es mejor para los rangos de tiempo 0 < t < 250?

Explica por qué los otros modelos no se ajustan tan bien a los datos para el rango de
tiempo 0 <t < 250.

PROBLEMA A.2: ITEM DE MODELACION PARCC DE ALGEBRA 1I/MATEMATICAS III, CAMBIOS DE

TEMPERATURA

PROBLEMA EJEMPLIFICATIVO DE LA PRUEBA DE EVALUACION
SMARTER BALANCED: PUBLICIDAD DE UN LIBRO ELECTRONICO

La prueba Smarter Balancedpresenta items tanto de modelacion matematica como de
resolucién de problemas. De los items publicados, hay muchos mas ejemplos de resolucion de
problemas que de modelacidn. Sin embargo, los items de modelacién que han sido divulgados
tienden ala introduccion de un problema significativo sin escalonar la tarea para el
estudiante. No obstante, debe sefialarse que esta observacion estd basada en solamente dos
ejemplos de problemas de modelacion, ambos dirigidos al nivel de educacién media superior.



Uno de los dos problemas de modelacion publicados gira en torno alas ventas de libros
electronicos. Se le presenta al estudiante una grafica de dispersion que esta seccionada en tres
partes, cada una con su propia linea de mejor ajuste (ver el Problema A.3). Estas tres lineas
estan conectadas. La grafica muestra la relacion entre la cantidad de dinero que alguien

llamado Mariana gasta en publicidad y cuantos libros electronicos se venden gracias a esto.

Mariana gana USD 3 por cada libro electrdénico que vende en su sitio web. Los libros
electronicos son libros disponibles de forma digital. Ella investigo la relacion entre las
cantidades invertidas en publicidad cada mes y el nimero de libros electréonicos
vendidos y usé esta informacion para determinar la linea de mejor ajuste mostrada en
esta grafica.

NUMERO DE LIBROS ELECTRONICOS

CANTIDAD INVERTIDA EN PUBLICIDAD CADA MES

¢Cuadl es la cantidad maxima que Mariana debe gastar en publicidad cada mes? Muestra
tu trabaio o explica cOmo encontraste tu respuesta.

PROBLEMA A.3: ITEM DE SMATER BALANCED 43028 SOBRE PUBLICIDAD DE LIBRO ELECTRONICO

Laintroduccion a este escenario explica que Mariana gana USD 3 por cada libro vendido. El

estudiante debe determinar cuanto dinero debe gastar Mariana en publicidad cada mes. Este
elemento requiere que el estudiante identifique el problema a ser resuelto, que haga
suposiciones para usar el modelo y encontrar una solucién y que reporte sus resultados. Con
el objetivo de responder la pregunta, el estudiante tendra que identificar primero, de forma
precisa, el problema a ser resuelto. Con algunos cdlculos, el estudiante debe determinar que
para 0 < x < 20, Mariana gana USD 6 por cada do6lar invertido en publicidad, que para 20 <x <
60 gana USD 1.13 por cada ddlar invertido y que para x > 60 Mariana solo gana USD 0.94 por
dolar, donde x es la cantidad de dinero gastada en USD. Esto significa que algin estudiante
puede entender que el problema es la maximizacion de las ganancias, mientras que otro puede
interpretarlo como generar una ganancia decente mientras se mantiene un nivel de seguridad
en lainversion debido a la variabilidad de las ganancias reales. Al resolver este problema, el
estudiante debe hacer también algunas suposiciones implicitas. Por ejemplo, que las
tendencias mostradas continuaran y que Mariana tiene suficiente dinero para invertir en
publicidad. Una vez que el problema ha sido identificado y las suposiciones hechas, el
estudiante debe usar este modelo para llegar a una solucion que satisfaga estas decisiones. Al



PRUEBAS
INTERNACIONALES
COMPARATIVAS

llegar a la soluciodn, el estudiante debe reportar el proceso usado para alcanzar tal conclusion.
Este problema es un problema de modelacion bastante completo y probablemente no

necesita mucha adaptacion para ser usado en el salon de clases.

PISA y TIMSS son pruebas internacionales comparativas que incluyen una amplia variedad
de actividades de resolucion de problemas dentro de sus secciones de matematicas. Cuando es
posible, los ejercicios de resolucion de problemas estan establecidos en un escenario del
mundo real, y por ende, tienen el potencial de ser buenos candidatos para su inclusion en

escenarios de modelacion matematica.

PROBLEMA EJEMPLIFICATIVO DE PISA: NAVEGANDO BARCOS

Una pregunta de la prueba PISA 2012 incluye un escenario de modelacién matematica
interesante. En esta pregunta de la serie titulada Navegando Barcos (ver el problema A.4), se
le pide al estudiante que determine cuanto tiempo tomaria para que una inversion “verde” en
una cometa de traccion que reduce el uso de diésel cubra el costo de su compra a través del
ahorro de combustible. Toda la informacién relevante es dada, incluyendo el consumo anual
promedio de diésel y el costo de la cometa de traccién. También se incluyen cantidades
distractoras, como el largo y el ancho del barco, su capacidad de carga y su velocidad maxima.
Por lo tanto, el estudiante debe escoger las variables mds importantes de una lista de variables
potenciales y de cantidades distractoras. En la pregunta, el problema a ser resuelto es
bastante claro: determinar el valor del ahorro en combustible anual y cuantos afios tomara
para que esos ahorros sumen un valor mas grande que el costo de la cometa. Se deben hacer
suposiciones, pero, como ocurre frecuentemente en estos problemas, el estudiante puede no
estar consciente de que dichas suposiciones son necesarias para proceder. Por ejemplo, uno
puede asumir un precio constante de diésel. Estano esuna suposicion particularmente
razonable, especialmente porque el cometa se pagara por si mismo solo después de unos 8.5
afios bajo este supuesto. Es muy probable que el costo del combustible incremente alo largo
de este periodo de tiempo. Sin embargo, esta hipotesis llevara a una estimacién y si hay
disposicion, aun modelo refinado que tome en cuenta el incremento en el precio del
combustible. Mas auin, se debe asumir que el ahorro en combustible sera constante, que el
cometa no necesitara servicio a ningiin costo y que el cometa sera funcional por la cantidad de
tiempo en el que esté instalado para reducir el consumo de combustible. Un estudiante
podria, ciertamente, resolver el problema solo con la informacion provista sin reconocer que
estas suposiciones deben ser hechas. Si este problema fuera usado en el salon de clases, seria
beneficioso que se establecieran estas suposiciones con claridad y, tal vez, que se repita el
proceso para refinar el modelo inicial, con el objetivo de llegar a un modelo mejor y mas
predictivo.



Debido al alto costo del diésel de 0.42 zeds* por litro, los propietarios del
New Wave estan pensando equipar su barco con una cometa de traccion.

Se estima que una cometa de traccion como ésta tiene el potencial de
reducir el consumo de diésel alrededor de un 20%.

NOMBRE New Wave
TIPO Buque de carga
LARGO 117 metros
ANCHO 18 metros
CAPACIDAD DE CARGA 12,000 toneladas
VELOCIDAD MAXIMA 19 nudos
CONSUMO DE DIESEL
POR ANO SIN COMETA Aproximadamente 3,500,00 litros
DE TRACCION

El costo de equipar el New Wave con una cometa de traccion es de
2,500,000 zeds.

:(Después de cuantos aios el ahorro en combustible diésel cubrira el costo
de la cometa de traccion? Proporciona calculos para justificar tu respuesta.

* El zed es una unidad de moneda comun inventada para las pruebas

PROBLEMA A.4: ITEM PISA 2012, NAVEGANDO BARCOS, PREGUNTA 4.

PROBLEMA EJEMPLIFICATIVO DE PISA: ESCALANDO EL MONTE FUJI
Otra pregunta de PISA 2012, de la serie titulada Escalando el Monte Fuji, incluye también
aspectos del proceso de modelacién matematica que pueden ser utiles en el salon de clase (ver
el Problema A.5). En la pregunta, se le explica al estudiante que hay un sendero en el Monte
Fuji de 9 km de largo hastala cima. Se le da al estudiante la distancia del sendero,
contemplado un viaje de ida y vuelta; la velocidad en la que Toshi, un excursionista, estima
que le puede tomar caminar el sendero hastala cima; el estimado de Toshi de la velocidad que
le tomara descender por el camino; la hora en la que cierra el sendero y el hecho de que estas
velocidades toman en cuenta descansos. Se le pide al estudiante que determine qué tan tarde
Toshi puede comenzar a ascender por el sendero, considerando que debe de regresar alas 8
pm, la hora del cierre. Este problema, como se presenta, no requiere que el estudiante
participe en varios de los procesos de la modelacién matematica, a excepcion de realizar los
calculos y formular un modelo previamente aprendido. Sin embargo, puede ser modificado
facilmente a un problema de modelacidn para ser usado en el saldn de clases. Su fortaleza
como buen candidato para un problema de modelacion para el salon de clases es la pregunta
del mundo real, qué tan tarde puede Toshi empezar a caminar para estar de regreso alas 8
pm? Este esun tipo de pregunta con la que la mayoria de la gente debe lidiar en sus vidas
diarias. Un problema similar es, por ejemplo, el siguiente: da qué hora debo salir a tomar el
transporte publico para llegar a mi destino a tiempo para mi cita?Plantear el problema de esta
forma es lo que distingue éste como uno mas acorde para la modelaciéon matematica, en lugar



de simplemente pedir a los estudiantes que calculen el tiempo total de la travesia, por
ejemplo, cuanto tomaria un viaje de ida y vuelta. Explicado de esta forma, el problema tiene
un proposito de la vida real ademas de simplemente emplear una férmula conocida. Esta
pregunta puede ser adaptada al pedir a los estudiantes que identifiquen, e incluso estimen, las
variables relevantes y que hagan suposiciones sobre hacer una caminata por su cuenta. Una
parte importante de este problema es reconocer que la velocidad para ascender una montana
sera usualmente menor que la velocidad de descenso. Dado que el Monte Fuji es un destino
turistico, los estudiantes pueden querer tomar en cuenta el tiempo que un turista toma
deteniéndose para tomar fotos. Retener los ntimeros y las suposiciones de este problema
ayudara a convertirlo en un problema de modelacion muy realista. Otra modificacion puede
ser proporcionar a los estudiantes un conjunto de tres senderos diferentes que los
excursionistas pueden usar para regresar. Estos pueden ser de longitudes distintas, siendo
algunos mas sinuosos que otros, y la dificultad del sendero puede implicar diferentes
velocidades promedio para el descenso. {Cual de los tres senderos de regreso debe tomar el

excursionista para regresar a casa lo mas pronto posible?

El sendero Gotemba para ascender el Monte Fuji es de
aproximadamente 9 kildmetros (km) de largo.

Los excursionistas necesitan regresar de la caminata de 18 km a las 8
pm.

Toshi estima que puede ascender la montafia a un promedio de 1.5 km
por hora y descender al doble de la velocidad. Estas velocidades toman
en cuenta recesos de comida y descanso.

Usando las velocidades estimadas de Toshi, ;Qué tan tarde puede Toshi
empezar su caminata para estar de regreso a las 8 pm?

PROBLEMA A.5: ITEM PISA 2012, ESCALANDO EL MONTE FUJI, PREGUNTA 2.

PROBLEMA EJEMPLIFICATIVO DE TIMSS: RECETA PARA TRES
PERSONAS

Una pregunta de cuarto grado de TIMSS proporciona un escenario realista y una pregunta
que no es de modelacién. En esta pregunta, se le proporciona al alumno una lista de 3
ingredientes, como huevos, harina y aztcar, con las cantidades necesarias para una receta en
particular (ver el Problema A.6). Se le dice al alumno que la receta rinde 6 porciones. El
alumno debe determinar cudnta harina y azicar se necesitan para una receta que rinda 3
porciones. Se les proporciona el numero de huevos.

Este problema, como se presenta, no es un problema de modelacion sélido. El alumno debe
reconocer que reducir el nimero de porciones requiere un cambio proporcional y, tal vez,
deba suponer que cada uno de los ingredientes requiere el mismo cambio proporcional. Sin
embargo, se les presenta ya una solucion: los 4 huevos requeridos en una receta para 6 se
reducen a 2 en una receta para 3 personas. En este sentido, los alumnos pueden necesitar
encontrar solamente un patron en el cambio del nimero de porciones y el nimero de huevos,
para después emplear este resultado para la harina y el aziicar. Aunque es un ejercicio valioso,
no es una modelacién. Una vez mas, este problema puede ser adaptado para abordar mas
aspectos del proceso de modelacién. En un escenario en el salon de clases, se puede presentar
alos alumnos una receta para 6 personas y pedirles que determinen cémo usar la receta para



un namero variado y distinto de personas, por ejemplo, 12, 24, 3 y 2. De hecho, proporcionar
una receta para que los alumnos cocinen, digamos pelotas saltarinas caseras', puede permitir
que los alumnos identifiquen el problema en cuestion: tenemos una receta para tantas
personas, pero tenemos mas o menos personas que lo que la receta indica. Permitir a los
alumnos trabajar con la receta les ayudara a hacer una suposicion importante,

especificamente que todos deben tener una porcién del mismo tamafio.

Una presentacion de la receta para grupos de diferentes tamafios permitira que los alumnos
hagan los calculos tanto fisicamente como de forma abstracta, en el papel. En este punto, los
alumnos seran capaces de analizar la solucion y su modelo. Sinecesita ser refinado por alguna
razon, se puede hacer en este instante. Finalmente, los alumnos reportaran sus resultados, tal

vez incluyendo la preparacion de la receta para todos los alumnos de grados inferiores.

Los ingredientes a continuacién son usados para preparar una receta para
6 personas. Sam quiere hacer esta receta para solo 3 personas. Completa la
tabla a continuacién para mostrar qué es lo que Sam necesita para hacer
esta receta para tres personas. El niimero de huevos que necesita es
presentado.

PROBLEMA A.6: ITEM TIMSS 2011 PARA CUARTO GRADO M031183, RECETA PARA TRES PERSONAS

PROBLEMA EJEMPLIFICATIVO DE TIMSS: COSTO EN ZEDS DE UN VIAJE

EN TAXI DE N KM

Esta pregunta para octavo grado de TIMSS, como la pregunta de cuarto grado presentada
anteriormente, no es planteada como un problema de modelacion matematica, pero el
contexto de este problema es tomado de la vida real y, por ende, este puede ser modificado a
un problema de modelacidn para el salon de clases. Este problema es de opcion multiple y
requiere que los estudiantes identifiquen la expresion algebraica correcta para determinar el
costo de un viaje en taxi de n kildmetros con una tarifa base de 25 zeds y una tasa estandar de
0.2 zeds por kilometro recorrido (ver el Problema A.7). Como se muestra, el estudiante
simplemente debe escoger el modelo correcto o formula de las cuatro opciones
proporcionadas. Sin embargo, estos modelos no toman en cuenta varios cargos adicionales y
propinas, los cuales pueden ser reconocidos por los estudiantes como costos afiadidos de un
viaje en taxi. La tarifa tomada con medidor en la ciudad de Nueva York, por ejemplo, tiene
diferentes cargos adicionales dependiendo de la hora del dia, el destino final del viaje, las
condiciones del trafico y el peaje, si éste se encuentra, asi como una propina esperada de entre
20 %y 30 % (ver la Figura A.1). Claramente, para los taxis de la ciudad de Nueva York, un
modelo simple usando la tarifa base de USD 2.5 y USD 0.5 por 1/5 de milla no sera suficiente
para determinar el costo real del viaje. Sin embargo, seria un punto de partida excelente para

tomar en cuenta todos los cargos adicionales.

Por lo tanto, el problema puede ser introducido a los estudiantes de la siguiente forma: estas
planeando un viaje de fin de semana a la ciudad de Nueva York, o cualquier ciudad que sea
conveniente con un esquema lo suficientemente dificil de tarifas, y quieres saber cuanto

esperas pagar en tarifas de taxis. ¢Como puedes predecir cuanto pagaras al viajar entre



CONCURSOS DE
MODELACION
MATEMATICA

diferentes ubicaciones dentro de Manhattan? Planteado de esta forma, se da oportunidad a
los estudiantes de identificar el problema mas grande en cuestion: la duracion del viaje y la
hora del dia afectan el costo de la tarifa. En este punto, los estudiantes pueden hacer
suposiciones y definir sus variables. Por ejemplo, un modelo inicial puede asumir que no hay
cargos adicionales o peajes, que el trafico se mueve de manera libre y que no se dara propina.
El modelo resultante sera uno muy basico que tome en cuenta solo la tarifa base y el costo por
1/5 de milla. Los estudiantes necesitaran asumir que el viaje basico sera de cierta distanciay
que, en este momento, el problema puede ser resuelto para obtener una respuesta. La
evaluacion del modelo mostrara que esta tarifa es el costo minimo esperado y que la iteracion
es necesaria para ganar un mejor entendimiento del costo de la tarifa de taxi. Como minimo,
el multiplicar la ecuacidon del modelo por 1.2 resultara en el costo esperado una vez que la
propina del conductor sea tomada en cuenta. Otros perfeccionamientos pueden ser tomados
en cuenta, encontrando la hora del dia mas cara para viajar o suponiendo un atasco durante
algin periodo de tiempo. Esto resultara en un modelo que dé un estimado alto del costo, de
forma que los estudiantes estén preparados para dicha circunstancia. Se puede hacer un
reporte de cdmo el modelo fue construido y qué cargos esperar, tal vez en el contexto de un
presupuesto de viaje.

Una compaiiia de taxis tiene una tarifa basica de 25 zeds y un cargo de 0.2
zeds por cada kildémetro que el taxi avanza. ;Cual de éstas representa el
costo en zeds de tomar un taxi para un viaje de n kildmetros?

A.25+ 0.2n
B.25x0.2n
C.0.2x(25+n)

D.0.2x25+n

PROBLEMA A.7: ITEM TIMSS 2011 PARA OCTAVO GRADO M032577, COSTO EN ZEDS DE UN

VIAJE EN TAXI DE N KM

Existen tres concursos notorios de modelacion matematica que retan a los estudiantes a
participar en actividades de modelacion extremadamente realistas. Estos concursos son el
Reto Moody’s Mega Math (Reto M3), abierto a estudiantes de onceavo y doceavo grado de
media superior en los Estados Unidos, el Concurso de Modelacion de Educacion Media
Superior (HiMCM), abierto a estudiantes de educacion media superior internacionalmente y
el Concurso Matemédtico de Modelacion (MCM) y el Concurso Interdisciplinario de
Modelacion 1ICM), cada uno abierto a estudiantes de educacién media superior y
universitarios internacionalmente. Cada uno de estos concursos requiere que los estudiantes
se involucren en todos los aspectos del proceso de modelacion matematica, incluyendo la
preparacion de extensos reportes escritos de su razonamiento para la resolucion del
problema.



INFORMACION DE LA TARIFA TOMADA CON MEDIDOR

- Latarifa en la pantalla del medidor es: Tarifa #01 - Tarifa Urbana
Estandar

- El cargo inicial es USD 2.50

- Se suman 50 centavos por 1/5 de milla o 50 centavos por 60 segundos
en trafico lento o cuando el vehiculo se encuentra parado.

- En trafico fluido en las calles de Manhattan, el medidor debe hacer clic
aproximadamente cada 4 manzanas en el centro de la ciudad o cada
manzana cuando se cruza la ciudad (Este-Oeste).

- Hay un Cargo Adicional Estatal MTA de 50 centavos para todos los viajes
que terminen en Nueva York o los condados de Nassau, Suffolk,
Westchester, Rockland, Dutchess, Orange, o Putnam.

- Hay un recargo por mejoras de 30 centavos.
- Existe un cargo adicional diario de 50 centavos de las 8 pm a las 6 am.
- Los pasajeros deben pagar todos los peajes de puentes y tiineles.

- Surecibo le mostrara la tarifa total incluyendo peajes. Por favor, tome
su recibo.

- El conductor no tiene que aceptar billetes de mas de USD 20.

- Por favor, dele propina a su conductor por la seguridad y el buen
servicio

- No hay cargos por pasajeros extra o maletas.

FIGURA A.1: RESUMEN DE COMISION DE LAS TARIFAS TOMADAS CON MEDIDOR DE TAXIS Y

LIMUSINAS DE LA CIUDAD DE NUEVA YORK (A PARTIR DE AGOSTO DEL 2015).

El Reto Moody’s Mega Math (Reto M3) contiene problemas que son, con frecuencia, muy
contemporaneos por naturaleza, abordando cuestiones que pueden ser encontradas dentro
del contexto de eventos y preocupaciones actuales. Retos M3 pasados han incluido revisiones
de la Seguridad Social, el Acta de Estimulos de Estados Unidos y la independencia energética.
El problema del 2015 aborda el costo financiero real de decidir o no ir a la universidad.
6Cuanto cuesta realmente la educacion superior? ¢Puede la modelacién mostrar el costo,
retorno y valor de una educacion universitaria? El punto decisivo del problema recae en
determinar sila pérdida de salarios acumulada mientras se asiste a la universidad y no se
trabaja y la acumulacion de deuda por el costo de asistir y otros gastos seran superados por los
salarios presuntamente mas altos asociados a la obtencion de grados posteriores a la

educacion media superior.

Por ejemplo, el equipo ganador del Reto M3 del 2015 resolvid el problema usando tres
iteraciones de un modelo que fue refinado una y otra vez. Para crear el modelo inicial. Los
estudiantes identificaron las variables que deben ser tomadas en cuenta para determinar el
costo de vida universitario, que incluye no solo el costo de la matricula, gastos administrativos
y préstamos asociados, sino la contribucion familiar esperada y la pérdida de salarios

mientras se atiende a la universidad a tiempo completo, por ejemplo, coste de oportunidad.



CONTRIBUCIONES
NOTABLES

Los estudiantes hicieron suposiciones basados en datos del mundo real, identificando la edad
tipica del padre mas viejo, la cual afecta la expectativa de contribucion familiar, escogiendo
usar los datos de la mediana del ingreso del hogar y los bienes, en lugar de los datos promedio,
la proporcidn de los bienes del hogar que contribuyen al calculo del aporte familiar esperado y
la proporcidn de ayuda estudiantil que viene a través de préstamos y no de becas. A partir de
estas y otras suposiciones, hicieron un modelo inicial del costo anual de la universidad que
toma en cuenta la contribucion familiar esperada, préstamos y coste de oportunidad. Después
de determinar que su modelo era razonable, lo revisaron para considerar una perspectiva a 20
afios, basada en el grado obtenido, por ejemplo una carrera STEM de 4 afios, carrerano STEM
de 4 afios, diplomados y educacion media superior, el costo de la universidad y las ganancias
potenciales para cada uno de estos grados. Una tercera iteracion del modelo fue hecha para
tomar en cuenta la calidad de vida asociada con cada grado académico para ayudar a los
estudiantes a determinar no solo cuadl grado les proporcionara mas dinero, sino cuadl les dara la
vida mas satisfactoria. Finalmente, después de reportar las debilidades y fortalezas de su
modelo final, los estudiantes ganadores proporcionaron un reporte detallado de su proceso en
conjunto con recomendaciones para estudiantes de educaciéon media superior basadas en los

resultados de la implementacion de éste.

El problema dado por el Reto M3, como se puede ver, requiere que los estudiantes aborden
todos los aspectos del proceso de modelacion matematica. La solucion provista
anteriormente es un ejemplo de lo que estudiantes avanzados de modelaciéon matematica son
capaces de alcanzar. Esto no significa que estos problemas no puedan ser usados como
recurso de clase con estudiantes que no son modeladores avanzados. Dado que los problemas
son abiertos y no restringidos a usar cierto tipo de matematicas, los estudiantes de varios
niveles pueden completarlos. Este es el caso no solo del Reto M3, sino de los concursos de
modelacion matematica similares, HIMCM y MCM/ICM.

La aplicacion de las pruebas a larga escala no es el tinico recurso que uno puede contemplar
con el objetivo de encontrar material para usar en el aula de modelacion matematica. Hay
varias organizaciones centradas en las matematicas aplicadas y la modelacion matematica
con respecto a su docencia, aprendizaje y evaluacion. La siguiente no es, de ninguna manera,
una lista exhaustiva de ejemplos de estas organizaciones, pero tiene la intencion de

proporcionar un panorama general del tipo de trabajos que se encuentran disponibles.

EL PROYECTO DE EVALUACION EQUILIBRADA DE LAS MATEMATICAS
(BAMP)

El Proyecto de Evaluacion Equilibrada de las Matematicas (BAMP) fue un proyecto basado en
la Escuela de Educacion de Harvard de 1993 a 2003. De este proyecto, se desarrollé una
amplia biblioteca de tareas K-12, con la modelacién como uno de los procesos matematicos de

interés en muchas de estas tareas.

Amontdnaloses una de las tareas para la escuela primaria, K-2, desarrollada por BAMP que
hace uso de la modelacion. En esta tarea les presenta alos alumnos algunas palabras y frases
usadas para comparar, como mas chico, mas grande, mas alto, igual que, casi tan grande y
mucho mas grande. Como un ejercicio preparatorio, los alumnos deben comparar dos veces
dos conjuntos escogidos de objetos encontrados en el salon de clase. La tarea central es en
gran parte un ejercicio de estimacion. La primera pregunta pide a los alumnos que se
imaginen amontonando todos los libros de matematicas del salon. Los alumnos deben

determinar si el montdn sera mas alto que el estudiante mas alto de la clase y después, deben



determinar si sera mas alto que su escritorio. La segunda pregunta les pide reuniry
amontonar todos los libros de matematicas del salon y hacer las comparaciones correctas
entre el montdn y el estudiante mas alto y entre el monton y el escritorio. Finalmente, si el
monton no fue tan alto como el estudiante mas alto de la clase, se motiva al estudiante a
estimar cuantos libros extra se necesitaran para que el monton sea de la misma altura que
dicho estudiante. Esta tarea requiere que los alumnos definan variables esenciales y hagan
suposiciones. Las variables mas esenciales son las dimensiones del libro tipico de
matematicas usado en el salon de clases y la altura del estudiante mas alto. También necesitan
asumir que los libros son aproximadamente del mismo tamafio y tal vez sea también
necesario suponer que los libros estan amontonados sobre las portadas o contraportadas, en

lugar de estar apilados cuidadosamente usando el borde inferior o superior del libro.

Latarea Magdalenas de cumpleafios es otro ejercicio destinado a la escuela primaria
desarrollado por BAMP. En ésta, se les dice a los alumnos que un padre, el Sr. Ramon, esta
comprando magdalenas para el cumpleafios de su hijo en la escuela. Se les explica a los
alumnos que las magdalenas vienen en cajas de 6 y que cada una de las cajas contiene
magdalenas solo de vainilla o solo de chocolate. Los alumnos deben determinar el numero
minimo de cajas que el Sr. Ramdn debe comprar para asegurar que cada uno de los 27
estudiantes de la clase tenga una magdalena. En esta tarea, los alumnos deben identificar
variables esenciales al determinar que no pueden comprar cajas parcialmente llenas, que
debe haber menos de una caja extra llena de magdalenas sobrantes y que, matematicamente,
el sabor no importa. Notablemente, esta tarea requiere que los alumnos construyan un
modelo, como el de Haz los cadlculos, por si mismos, sin ninguna guia para saber qué tipo de
modelo debe ser construido. Los alumnos mas jovenes pueden querer crear un modelo visual
que muestre cajas con 6 circulos representando las magdalenas que contienen, tal vez
asignando un numero de 1 a 27 alos contenidos de estas cajas. Algunos alumnos pueden hacer
uso de sumas repetidas para determinar cuantas veces necesitan sumar 6 al total antes de
sobrepasar 27. Los alumnos de primaria mas avanzados pueden hacer uso de tablas de
multiplicar para determinar que 4 cajas dejarian a 3 alumnos sin magdalenas pero que 5
serian suficientes. La tarea requiere entonces que el alumno determine cudntas cajas debe
comprar el Sr. Ramon si cada alumno debe recibir una magdalena de vainillay otra de
chocolate. El alumno debe reconocer que el modelo debe ser refinado para distinguir entre
cajas de vainillay de chocolate. Esto puede ser conseguido al dibujar cajas conteniendo dos
representaciones con colores o formas distintas de magdalenas resultando en 10 cajas, 5 con 6
circulos amarillos dibujados en su interior y 5 con 6 triangulos cafés, por ejemplo. Los
modelos de sumas repetidas pueden hacer uso de dos columnas separadas, ambas con el
mismo trabajo en ellas. Los que hayan creado un modelo de multiplicaciéon pueden solamente
multiplicar la soluciéon previa por 2, reconociendo que la solucién simplemente sera duplicada

dado que el niimero de magdalenas por alumno ha sido duplicado.

MANUAL DE MODELACION MATEMATICA

Una contribucion del Teachers College de la Universidad de Columbia en Nueva York es el
llamado Mathematical Modeling Handbook (Manual de Modelacion Matematica), que fue
creada en respuesta a la publicacion de los CCSSM. Contiene cerca de una docena de
actividades de modelacion con hojas de ejercicios para los estudiantes y material para el
docente. Cada actividad lleva a los estudiantes a través del proceso de modelacidn,
comenzando por la presentacion de una situaciéon de modelacion y preguntas principales para

que los estudiantes respondan con un modelo.



RECURSOS
EXTRA

Una actividad del manual es Escoger una Universidad. La pregunta principal para esta
actividad es: écomo puedes escoger la universidad mas adecuada para ti? Esta pregunta deja la
posible ruta matematica bastante abierta dado que no sefiala, recomienda o insintia que un
método particular deba ser usado. La primera pregunta a contestar indica al estudiante que
determine, en su opinion, cuales son los criterios mas importantes de una buena universidad.
Se dan algunas sugerencias a los estudiantes que pueden estar teniendo dificultades al
determinar cudles son los criterios importantes para ellos. Las sugerencias son programas de
deportes, mérito académico, costo, ayuda financiera disponible y ubicacion. Estees el paso en
el que las variables esenciales son definidas. Una vez que los estudiantes han determinado qué
les importa mas, se les pide que clasifiquen esos criterios y que determinen una forma para
indicar qué tan bien su eleccidon de universidad se ajusta a ellos. Aqui, los criterios y opciones
de universidad son matematizados. Se requiere que el estudiante use esta informacion para
crear un modelo para escoger la mejor universidad. Se le pide al estudiante que determine si el
modelo le ayuda a tomar una decision y si da los resultados esperados. Algunas sugerencias
para algunos aspectos a considerar son dadas, por ejemplo, si el modelo puede ser aplicado a
cualquiera que trate de escoger una universidad y si el modelo les ayuda a romper empates.
Este es el paso del analisis del modelo. La siguiente fase de la actividad introduce el concepto
de matrices de decision ylleva alos estudiantes a lo largo del proceso de revision del modelo.
La tltima pregunta de la actividad pide a los estudiantes que traten de encontrar otras
aplicaciones para el modelo que han desarrollado (ver el Problema A.8).

(Pueden ser determinadas otras decisiones de la vida real usando matrices
de decision? Si es asi, enlistalas y describe brevemente como harias para
crear un modelo para cada una.

PROBLEMA A.8: ACTIVIDAD DEL MANUAL DE MODELACION MATEMATICA, “ESCOGIENDO UNA

UNIVERSIDAD”, PREGUNTA FINAL REQUIRIENDO UNA EXTENSION DEL MODELO

Aunque existen muchos recursos de modelacion, puede ser dificil determinar qué tan bien
aborda cada uno de éstos el proceso de modelacion matematica y como puede ser
implementado en el salon de clase. El Consorcio de Matematicas y sus Aplicaciones (COMAP)
maneja una coleccidon de recursos y tareas disponibles de modelacion matematica. Existe una
discusion en progreso con SIAM para expandir estos recursos y para motivar a los miembros
de la comunidad de matematicas y educacion matematica a subir nuevas tareas de

modelacidn. Esta coleccidon puede ser encontrada en www.mathmodels.org.



http://www.mathmodels.org/

EL PROBLEMA
DEL ALMUERZO

APENDICE B:

EJEMPLOS DE
MODELACION DE
PREESCOLAR, PRIMARIA
Y SECUNDARIA

El contexto del problema del Almuerzo es contestar la pregunta, équé debe haber en un
almuerzo? Observamos este problema a través de dos perspectivas: las distintas etapas del
ciclo de modelacion y como puede ser planteado a diferentes niveles de grados académicos.

ETAPA 1: IDENTIFICAR Y ESPECIFICAR EL PROBLEMA A RESOLVER -

CONTAR LA HISTORIA

Para involucrar a los alumnos en el problema del almuerzo, puede contarse una historia
donde una explicacion, decision o estrategia sea requerida. Sila historia es lo suficientemente
abierta, motiva a los modeladores a plantearse preguntas que les ayuden a decidir como

aproximar un modelo y una solucion.

De preescolar a segundo grado, los docentes pueden explicar a los alumnos que tienen que
preparar el almuerzo para llevar en su lonchera a la escuela. De tercero a quinto grado, los
docentes pueden usar la historia anterior, haciéndola mds compleja al afiadir consideraciones
adicionales como el tamafio de lalonchera, restricciones de presupuesto y valor nutricional,
siendo, probablemente, una sola restriccion adicional lo suficientemente especifica. De sexto
a octavo grado, la misma historia con consideraciones adicionales puede ser utilizada, y a este
nivel, los alumnos pueden ser capaces de manejar multiples restricciones.

ETAPA 2: HACER SUPOSICIONES Y DEFINIR VARIABLES ESENCIALES -

TOMAR DECISIONES

Una vez que los alumnos, quizas con la facilitacién del docente, hayan decidido qué problema
especifico abordar, pueden reflexionar sobre qué informacién necesitaran para resolver el
problema. En términos simples, necesitan resolver la pregunta, équé es lo que importa?



De preescolar a segundo grado, los docentes pueden pedir a sus alumnos que digan qué cosas
les importan sin sefialar formalmente que las respuestas pueden llevar a suposiciones de la
modelacion. En el caso del problema del Almuerzo, esto puede incluir el decidir qué comida

contendra lalonchera y cuanta comida seria apropiada.

De tercero a quinto grado de primaria, ademas de generar suposiciones generales sobre qué
deberia contener lalonchera, los alumnos pueden considerar suposiciones pareadas y discutir
la compatibilidad o incompatibilidad de éstas. Por ejemplo, tal vez quieran alimentos que
contengan ciertas vitaminas, pero también quieran algun tipo de comida de su preferencia. En

estos grados, esperariamos que las estimaciones y las medidas sean mas precisas.

De sexto de primaria a segundo de secundaria, los alumnos pueden ser motivados a ir mas alla
de comparar suposiciones al discutir las implicaciones de éstas en el contexto del problema.
Podrian también justificar por qué algunas cantidades, como el nimero de sandwiches, deben
ser fijas mientras que otras deben variar. Si hay informacion requerida para el modelo que no
se encuentre disponible, los alumnos pueden estimar valores para cantidades y justificar sus

suposiciones.

ETAPA 3: USAR MATEMATICAS PARA LLEGAR A UNA SOLUCION -
MATEMATIZANDO

Una caracteristica importante de la modelacion matematica es que los alumnos no solo eligen
qué tan limitado debe ser el centro del problema, sino que se empoderan al escoger un
enfoque matematico. La matematizacion del problema es el paso critico para encontrar una

solucidn.

De preescolar a segundo grado, los alumnos que trabajan el problema del almuerzo pueden
votar por sus elementos favoritos del menud. Cuando se les pregunte cuales son los alimentos
mas populares, los alumnos, como clase, pueden contar el nimero de votos para cada
alimento y comparar dichos nimeros. Esta comparacion puede ser una representacion visual

o una representacion numeérica, ya que ambas pueden ayudar a la toma de decisiones.

De tercero a quinto grado, los alumnos pueden hacer lo descrito anteriormente, pero empezar
a trabajar en equipos pequefios o por su cuenta para tomar decisiones. La representacion final
de la comparacion debe ser una estadistica descriptiva mas formal, como una grafica de barras
o lineal. Los alumnos pueden llegar a un modelo simple como:
Almuerzo = fruta + verdura + proteina + carbohidrato + agua
Entonces, el docente puede trabajar con los alumnos en las unidades de sus ecuaciones. Este,
por ejemplo, puede preguntarles sila ecuacion tiene que ver con el espacio disponible.
Espacio para el almuerzo = espacio para la fruta + espacio para la verdura + ...
0, alternativamente.

Numero de elementos en el almuerzo = namero de frutas + nimero de verduras + ...

De sexto de primaria a segundo de secundaria, los alumnos pueden usar procedimientos mas
sofisticados, como disefiar una encuesta para recolectar datos sobre los elementos favoritos.
Entonces, los alumnos deben trabajar en grupos pequefios o por su cuenta para tomar
decisiones. La representacion o comparacion final debe ser una estadistica descriptiva ain
mas formal. Los alumnos a este nivel pueden también trabajar con restricciones adicionales y
sihan usado desigualdades, pueden afiadir estas restricciones al modelo:



Numero de elementos en el almuerzo = nimero de frutas + nimero de verduras + ...
1<=numero de frutas <=3
1<=numero de verduras <= 2
etc.

ETAPA 4: ANALIZAR Y EVALUAR EL MODELO Y LA SOLUCION - ¢ TIENEN
SENTIDO?

Dado que todos los modelos involucran suposiciones y aproximaciones, un aspecto critico de
la modelacion matematica implica evaluar la habilidad de la solucidn para satisfacer el
problema. ¢En qué contextos el modelo proporciona informacion valiosa? {Qué tan precisas
son las soluciones? {Qué tanto cambian las soluciones si se varian ligeramente las
suposiciones, el modelo o los parametros? Por ejemplo, en el problema del Almuerzo, si el
largo de lalonchera incluido como parametro es de 25cm, usted podria preguntar qué podria

cambiar silalonchera usada fuera mas larga o mas corta.

De preescolar a segundo grado, los alumnos pueden representar diferentes alimentos con
bloques, con el objetivo de investigar como empacar los almuerzos en loncheras de tamafios
diferentes. Posteriormente, pueden comparar cuales y cuantos alimentos caben dentro de
cada lonchera. Todo esto capitaliza la habilidad de los nifios para representar una situacion,

contar, comparar tamafios y hacer correspondencias1al.

De tercero a quinto grado, los alumnos pueden incluso considerar si el modelo de lalonchera
que tienen realmente tiene sentido. Dado que, en este nivel, el sentido numérico de los
alumnos con relacion a valor posicional y fracciones se esta volviendo mas sofisticado, a la par
que su entendimiento de la magnitud, los alumnos pueden determinar si sus medidas, es
decir, lalonchera en si, y sus elecciones en cuanto a las cantidades de alimento realmente
tienen sentido. {Cuales son todos los valores posibles para su modelo? ¢Los niimeros

negativos tienen sentido? {Qué pasa con las fracciones y los decimales?

De sexto a octavo grado, los docentes pueden pedir a los alumnos que discutan los pros y los
contras de las elecciones que hicieron para el tamafio de lalonchera, la cantidad de alimento y
el valor nutricional de sus elecciones de alimento. Pueden reflexionar sobre qué tan precisa
tiene que ser la respuesta para ser titil. También pueden hacer uso de graficas para hacer

visualizaciones mas sofisticadas de sus modelos.

ETAPA 5: LA ITERACION ES NECESARIA PARA REFINAR Y EXTENDER EL
MODELO - REPETIR

Con base en el analisis de la etapa 4, puede surgir la decision de hacer algunas modificaciones
al modelo, a las suposiciones o al proceso matematico. Los modelos nunca son perfectos
porque son simplificaciones de la realidad y, por ende, el proceso iterativo puede ocurrir mas

de unavez.

A todos los niveles, el proceso de modelacion es una evaluacion continua de las limitaciones y
fuentes de error en un modelo basado en la informacion disponible. Asi mismo, a todos los
niveles, la lonchera fisica puede ser cambiada a un tamafio diferente o incluso volverse una
bolsa de papel. También, las elecciones de alimentos pueden cambiar. Idealmente, los
alumnos a todos los niveles tendran la oportunidad de revisar y mejorar sus modelos
basandose en nuevos descubrimientos hechos durante el componente de analisis. A veces la

iteracion no puede ocurrir debido a restricciones de tiempo, pero incluso una discusion



AUTOBUSES,
PIZZAS Y
COCIENTES

acerca de las mejoras posibles deja ver alos alumnos que los modelos son raramente

soluciones estaticas y perfectas a un problema.

ETAPA 6: IMPLEMENTAR EL MODELO Y REPORTAR RESULTADOS -
RELATAR LA HISTORIA

Los modeladores pueden repetir el modelo y mejorarlo indefinidamente, pero las fechas de
entrega siempre llegan. En algin punto en la escuela y en el trabajo, es tiempo de declarar
victoria. Las buenas noticias son que cuando los alumnos reporten sus resultados, pueden
explicar qué habrian hecho para mejorar su modelo y en qué situaciones aplica y en cuales no.
En esta etapa final del ciclo de modelacidn se proporciona una oportunidad excepcional para

la comunicacién matematica.

De preescolar a segundo grado, dado que mucho del trabajo puede ser hecho como clase, el
reporte final puede ser simplemente crear un modelo fisico de la lonchera usando

manipulativos para representar la lonchera y la comida.

De tercer a quinto grado, las habilidades de comunicacion de los alumnos estan
evolucionando, por lo que ellos pueden incluir suposiciones escritas con explicaciones breves
de las mismas. En este nivel, deben hacer graficas y diagramas basicos para apoyar sus
decisiones. También se les puede pedir que construyan un modelo fisico de laloncheray su
contexto, pero con mas precision que la observada de preescolar a segundo grado. Pueden

hacer presentaciones de sus modelos los unos a los otros, o a otra clase.

De sexto a octavo grado, las habilidades de comunicacion de los alumnos se vuelven mas
sofisticadas de modo que pueden incluir un reporte escrito con suposiciones y sus
explicaciones. El reporte debe incluir también una descripcion del proceso matematico para
el modelo. En este nivel, deben incluir una variedad de diagramas y graficas mas sofisticados
para apoyar sus decisiones. También se les puede pedir que construyan un modelo fisico a
escala de lalonchera y sus contenidos. Finalmente, si el tiempo lo permite, se les puede pedir

que hagan presentaciones de sus modelos los unos alos otros.

Las restricciones o consideraciones del mundo real requieren que quienes resuelven
problemas contintien pensando detenidamente en una solucién, o incluso consideren
multiples soluciones antes de identificar una respuesta final. Investigar y resolver problemas
centrados en las matematicas, aun cuando se necesite estar consciente del contexto, es un
paso inicial en el desarrollo de la modelacion matematica. A continuacidn, recalcamos la
accesibilidad y flexibilidad de algunos problemas basados en estandares que toman poco

tiempo en plantearse, pero que motivan la reflexion mas alla del calculo inicial.

Un ejemplo de un problema en el que el contexto es importante y se necesita tomar una
decision es el siguiente:

EL PROBLEMA DEL AUTOBUS
En un autobus militar caben 36 soldados. Si1,128 soldados estan siendo
transportados a su lugar de entrenamiento, écuantos autobuses se necesitan?!

En este caso, el resultado de este calculo estandar de cuarto grado (4.NBT.6 in CCSSM),
1128 + 36 = 311/, debe ser interpretado en contexto. La extension en la cual el problema tiene

una respuesta con un consenso unico depende, primero, de la necesidad contextual de que el



namero de autobuses sea un numero entero. La razon por la cual la respuesta deba ser 32 en
lugar de, digamos 33 0 40, depende de la practica implicita de usar el menor numero de
autobuses posibles. {Qué pasa si otros factores necesitan ser considerados? Por ejemplo,
asumir que los soldados necesitan viajar con su grupo o pelotdn y que los pelotones pueden

variar en tamafio de 26 a 32 individuos. {Cudntos autobuses se necesitan ahora?

Pararesolver este problema, usted puede motivar a los alumnos a trabajar en equipos para
encontrar una solucion asociada con el tamafio del pelotdn y plantearles las siguientes
preguntas:

- ¢Esposible que todos los pelotones sean del mismo tamafio? ¢Por qué si o por qué no?
- Sino, équé combinaciones de tamafios del pelotén son posibles?

- ¢Cuantos autobuses se necesitan para transportar a los soldados usando tu sistema de

pelotones?

Ahora, esta disponible mas de una respuesta. Cuando los alumnos necesitan considerar los
resultados de sus calculos en contexto, hay oportunidades para que ellos reflexionen sobre las
suposiciones hechas yla credibilidad de los calculos que escojan hacer.

CONSIDEREMOS EL PROBLEMA 34 + 8 = 4?2

Este problema, que de hecho es la consideracion de 5 problemas que se encuentran a
continuacidn, remarca cdmo el contexto es necesario para determinar una respuesta a un
problema aparentemente simple. En particular, la respuesta a 34 + 8 no es trivial. Podria ser 4

con residuo 2, 4 § .4 % ,4.25, 5, 0 tal vez, en algunos casos, no pueda ser resuelta. Se le puede

pedir a los alumnos de tercero a quinto grado que consideren los siguientes cinco problemas,

todos requiriendo el calculo de 34 + 8 e identificar una solucion que tenga sentido.

ROSA Y LOS TOMATES

Uno de los placeres mas grandes de Rosa es cultivar tomates. Ella reparte cada tanda
recolectada de forma equitativa con sus ocho amigos y se queda que con el resto. En
una semana, Rosa recolectd 34 tomates. Cudntos reparti6 a cada uno de sus amigos
y con cuantos se quedo ella?

LA CARRERA DE RELEVOS

Un grupo de amigos quiere correr una carrera de relevos de 54 km desde Origenvilla
hasta Rectanumeérica, que es una ruta recta de un solo sentido. Cada corredor puede
completar 8 km individualmente. {Cuantos corredores necesita el equipo para

poder completar el relevo?

EL ALMUERZO VEGETARIANO

Yvonne tiene, en un café local, un sindwich vegetariano favorito. El sandwich cuesta
USD 8. Yvonne ha presupuestado USD 34 para almuerzos esta semana. Cudl es el
namero maximo de dias en los que ella puede comer su sindwich vegetariano
favorito en el almuerzo?

HORNEANDO GALLETAS
David esta horneando galletas. Una hornada rinde 34 galletas. David quiere

compartir sus galletas con sus 7 amigos. Si reparte estas galletas equitativamente



entre 8 personas, incluyéndose a si mismo, y las galletas pueden ser divididas en

piezas mas pequefias, écuantas galletas tendra cada persona?

ASIENTOS PARA UNA FIESTA DE CUMPLEANOS
Judith invita a 33 personas a su fiesta de cumpleafios en un restaurante lujoso. El
restaurante tiene mesas para 8 personas. 6Cudntas mesas necesita reservar?

Las primeras cuatro preguntas son intencionalmente prescriptivas; por lo tanto, cuando se

investigan de forma colectiva enfatizan la importancia de la perspectiva al resolver un

problema. Las respuestas de las primeras cuatro preguntas son:

- Rosa: 4 conresiduo 2. Sus amigos se quedan con 4 tomates cada uno y Rosa con 2.

- Carreras de Relevo: se necesitan 5 corredores

- Almuerzo: Yvonne tiene suficiente dinero presupuestado para comer su sandwich
favorito 4 dias

- Galletas: 420 4+
8 4

Investigar la quinta pregunta permite a los alumnos tener flexibilidad para involucrarse en la
modelacion matematica con base en sus experiencias. Por ejemplo, un alumno puede sefialar
que se necesita redondear a 5 mesas para acomodar a todos los alumnos cdmodamente.
Mientras tanto, un alumno podria remarcar que, idealmente, preferiria mantener al equipo
junto y podria abogar por redondear a 4 mesas, mencionando que una silla extra podria ser

agregada a dos de las 4 mesas.

Los alumnos de preescolar a segundo grado pueden usar su habilidad numérica en desarrollo
para investigar, bajo contexto, la solucion a 34 + 8 = ¢? 0 a problemas similares. Por ejemplo, el
problema Horneando Galletas puede ser presentado directamente a los estudiantes de este
nivel, idealmente con muestras de galletas, ya sean reales o de papel. Haga que los alumnos
investiguen las formas en las que se pueden compartir 34 galletas con 8 amigos. {Pueden

encontrar la forma mas justa para compartirlas?

De igual forma se puede usar frases con ligeras variaciones para conectar los problemas con

experiencias familiares. El problema de Rosa y los Tomatespuede convertirse en

ROSA Y LOS RECUERDOS DE LA FIESTA

Es casi el cumpleafios de Rosa. Ella tiene 34 pelotas saltarinas que dara como recuerdo
de su fiesta a sus ocho amigos. Repartira las pelotas equitativamente y se quedara con
elresto.

Para motivar la creatividad adicional al usar el sentido numérico como una herramienta para
resolver problemas, considere organizar a los alumnos en equipos de ocho, deles 34 unidades
de un objeto en particular como marcadores, pequertias pelotas saltarinas, cuentas o galletas y
permitales identificar una forma de compartir los objetos con los demas compaiieros de clase
en el equipo. En algunos casos, los alumnos necesitaran tomar decisiones dificiles. Sera
importante que ellos expliquen cdmo y por qué piensan que su solucidn es justa.

De sexto de primaria a segundo de secundaria, los alumnos pueden usar sus habilidades
aritméticas en desarrollo para empezar a resolver problemas similares al problema del
autobiisy 34 + 8. Pueden ser incorporados procedimientos matematicas pertenecientes a este
nivel para producir una solucién mas sofisticada. Considere el siguiente problema abierto
planteado a una clase de 20 alumnos.

®



LA HORA DEL TE
TRAPEZOIDAL

FIESTA DE PIZZA

Tu clase va a tener una fiesta de pizza. éCudntas pizzas deben ordenar?

Una solucidn inicial puede ser determinada al realizar las siguientes suposiciones:
- Todos los invitados asisten.

- Atodos les gusta el mismo tipo de pizza.

- Todos comen dos rebanadas.

- Hayocho rebanadas en una pizza.

Larespuesta es (20+2) / 8 = 5 pizzas. Pero éserdn estas suposiciones razonables? En este caso,
los alumnos pueden desarrollar una encuesta para saber mas sobre las preferencias de pizza
de sus compaiieros de clase. Posteriormente, los datos pueden ser analizados usando métodos
estadisticos para desarrollar una solucién que determine cuanto y qué tipos de pizza se
necesita ordenar.

En algunas instancias, las tareas de modelacion piden a los alumnos involucrarse mas
intensamente con el contexto del mundo real y requieren mas conexiones entre las
matematicas y este contexto. Dichas tareas, que aparecen en revistas de docentes en
matematicas como especificas para ciertos grados, pueden ser atractivas para docentes de
otros niveles. Para poder usarlas, se necesitarian modificaciones a la tarea presentada para
hacerla adecuada a diferentes niveles de grados académicos. En este ejemplo, identificamos
como pueden llevarse a cabo modificaciones a una tarea original para hacerla mas apropiada
para el contenido de niveles de grados académicos especificos. Un ejemplo comun es La Hora
del Té Trapezoidal adaptada de:

http://yspmcps.wikispaces.com/file/view/Trapezoid+Teatime-Teacher+Packet.pdf.

Es probable que en su forma original, esta tarea apareciera en una clase de quinto o sexto
grado. Pero, en este momento exploraremos como este problema puede ser modificado para
otros niveles.

De preescolar a segundo grado, se podria pedir a los alumnos que exploren opciones para
colocar mesas nuevas en el comedor de estudiantes. Al hacer esto, se les pediria determinar
cuantos estudiantes se pueden sentar alrededor de mesas de diferentes formas y después, que
muestren sus resultados. También se les podria pedir que junten mesas de la misma y de
distintas formas para dar lugar a mesas diferentes y de nuevo, estimar cuantos alumnos
pueden sentarse alrededor de las mesas.

De tercero a quinto grado, ademas de la tarea descrita anteriormente, se podria pedir a los
alumnos que exploren opciones de mesas nuevas para colocar en el comedor de estudiantes.
Al hacer esto, se les pediria determinar de forma mds precisa cuantos estudiantes se pueden
sentar alrededor de mesas de diferentes formas, como se pueden colocar las mesas en el
comedor, incluyendo el uso de planos cartesianos, y cudntos alumnos pueden sentarse en el
comedor al mismo tiempo con ese arreglo. De nuevo, se les puede pedir que muestren sus
datos para exponer sus resultados, asi como también, que exploren juntar mesas de la misma
y de distintas formas para determinar cuantos alumnos pueden sentarse en el comedor.

De sexto a octavo grado, ademas de la tarea descrita para grados anteriores, se podria pedir a
los alumnos que exploren opciones de mesas nuevas para su comedor de estudiantes. Al hacer
esto, se les pediria que determinen cuantos estudiantes se pueden sentar alrededor de mesas
de diferentes formas basandose en el tamafio real de mesas y sillas. Se podria usar algebra

®
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para determinar el numero de estudiantes que pueden estar sentados alrededor de las mesas,
si multiples mesas son unidas para formar mesas mas grandes. Se podria pedir a los
estudiantes crear un diagrama a escala de la disposicion espacial de las mesas y examinar qué
tan rigida puede ser la transformacion usada para reordenar las mesas e incrementar o
disminuir la capacidad del comedor. Podrian también incluir un presupuesto formal para

comprar mesas y sillas, en conjunto con exponer los datos de sus resultados.

Debe sefialarse que tareas como éstas, con modificaciones, han sido usadas exitosamente en
los niveles académicos mencionados como parte del proyecto IMMERSION.

El problema de la Hora del Té Trapezoidal puede ser atractivo para muchos docentes, pero
esa tarea solo puede ser adecuada para determinados grados con modificaciones. Esta
narrativa proporciona ejemplos de como se podria realizar estas modificaciones en una tarea

para hacerla mas adecuada para el nivel académico que se determine.

Un enfoque del programa IMMERSION?® es entender como las perspectivas y la forma de
enseflar matematicas de docentes de preescolar y primaria cambian al involucrar a sus
alumnos en la modelaciéon matematica. Después de sesiones de formacion profesional, grupos
de estudio de docentes desarrollan e implementan lecciones de modelacion en sus salones de

clases. Esta tarea fue desarrollada como una de estas lecciones.

Varios de los problemas desarrollados por los docentes de IMMERSION han tenido el disefio
como tema central. Por ejemplo, los alumnos podrian desarrollar un juego o hacer planes para
un viaje o disefiar un patio de recreo. Estos problemas de disefio se interceptan con el
aprendizaje basado en problemas y las Habilidades para el Siglo 21, e involucran facilmente a
los alumnos en una actividad creativa. Sin embargo, en el contexto de la modelacion
matematica, puede surgir un inconveniente si el trabajo se enfoca mucho tiempo en la fase de
disefio y desarrollo, sin conexiones claras con las matematicas. En estos casos, en lugar de
proporcionar una base solida a la tarea, las matematicas surgen como accidentales o aditivas,
usadas para reportar sobre lo que se haya disefiado, en lugar de ser criticas y formativas,

usadas para tomar decisiones justificadas cuantitativamente.

La tarea del Juego de la Botellatue desarrollada y probada por un grupo de docentes en el
Distrito Escolar Unificado de Pomona (PUSD, por sus siglas en inglés) en Pomona, California,
en 2015. Fue probada por primera vez por los lideres docentes Grace Greenleaf y Sabrina
Ortega y mas extensamente desarrollada y probada por los docentes Yvette Harris, Mireya
Jimenez, Nicki Lew, Jamie Santana, y Joseph Shim, trabajando con Rachel Levy de Harvey
Mudd College.

Esta version del problema fue desarrollada después de probarla en clases de tercer, quinto y
sexto grado. Los dias 1, 2 y 3 representan un ejemplo de como facilitar un problema de

modelacion. Posteriormente, se presentan algunas alternativas o preguntas de extension.

DIA 1

El docente introduce el problema general:

- Supo6n que estas disefiando un juego con 5 botellas de agua y 5 bolsas de granos. éQué
preguntas necesitarias contestar para disefiar el juego?
(5min)

- Eldocente divide a los alumnos en equipos de alrededor de 5 integrantes.



El docente les da una tarea basada en una lluvia de ideas: Registra todas las sugerencias
sin juzgarlas. Si quieres agregar una idea di “si, y” en lugar de “no” o “pero”. Esta técnica
ayuda a los alumnos a generar mas ideas. Cada equipo registra sus ideas en papel o
computadora.

(10 min)

El docente reagrupa la clase y junta sus ideas. Estas pueden incluir sugerencias como:

>  ¢Cuantas botellas deben ser usadas?

> {Coémo deben acomodarse las botellas?

> ¢Qué tan lejos debe pararse el jugador?

>  ¢Deben todos los jugadores pararse ala misma distancia?

>  ¢Cuantos intentos debe tener el jugador?

> ¢CdOmo deben ganarse los puntos o los premios?

> (15min)

El docente selecciona una de las preguntas para que los equipos la afronten primero.
Empezaremos con la pregunta, équé tan lejos debe pararse el jugador si el juego tiene una
botellay unabolsa de granos? Discuta con su equipo como podria recolectar, analizar y
exponer datos para responder esta pregunta y justificar su conclusion. Si el docente
desea asegurarse de que los alumnos usen un mismo concepto, como la proporcion;
media, mediana, moda; o una forma de mostrar sus datos como una tabla o un
histograma, puede sugerir estas herramientas en este momento.

(5 min)

Los equipos de alumnos discuten enfoques.
(10 min)

El docente reagrupa la clase para escuchar algunas ideas. En conjunto, revisan el plan
para el dia 2. El equipo usa el tiempo restante para planear qué haran ese dia.
(20 min)

DIA 2

El docente recuerda a los alumnos el problema y plan el dia. El docente contesta

cualquier pregunta sobre el proceso.

(5 min)

Los equipos tienen un poco de tiempo para reagruparse y finalizar la planeacion.

(10 min)

Los equipos recolectan datos. El docente puede decidir que los datos deben ser

recolectados como, por ejemplo, proporciones (éxitos/intentos), o en una tabla,

dependiendo de los conocimientos matematicos propuestos.

(20 min)

Los alumnos crean un poster. El docente o los alumnos asignan roles para que cada

miembro del equipo tenga una tarea clara, como

>  Disefo e introduccidn: crear el disefio general del poster incluyendo titulos de
secciones y una introduccion explicando el objetivo de la recolecciéon de datos.

> Recoleccion de datos: crear una descripcion escrita explicando como recolectaron
los datos y justificando las elecciones que han tomado.

>  Figura: crear un diagrama mostrando lo que hicieron.

>  Tabla: crear una tabla con cantidades que hayan medido, cuantas veces repitieron la
recoleccién de datos y las unidades apropiadas, como tiempo, longitud, etc.



>  Conclusion: explicar y justificar las respuestas a sus preguntas. Puede ser ttil tener
un borrador y después hacer una revision.
(30 min)

- Eldocente recuerda a los alumnos que presentaran sus posters al dia siguiente.

DIA 3

- Los equipos practican a dar la explicacidn de los posters hechos el Dia 2. Cada equipo
tendra 5 minutos para presentar su poster, con cada miembro del equipo presentando su
parte en un minuto. Practican con cronémetros.
(15 minutos)

- Los equipos presentan sus posters a la clase. Al mismo tiempo, pueden grabar videos de si
mismos presentando sus posters.
(50 - 60 minutos)

ACTIVIDAD DE EXTENSION 1: PRESUPUESTANDO
Los docentes que quieran que los alumnos practiquen el trabajo con decimales, dinero o

simples expresiones algebraicas pueden hacerlo a través de un problema presupuestario.

Version 1. A un fabricante de juegos le gustaria que tu equipo cree un juego para
parques de atracciones con 5 botellas de agua y 5 bolsas de granos. Cada botella de
agua cuesta USD 1y cada bolsa de granos cuesta USD 1.25. El juego sera jugado en un
parque de atracciones. La compaiiia espera que 175 nifios jueguen. Los premios
pequefios cuestan USD 0.5 cada uno, los medianos USD 1y los grandes USD 3.25. La
compaiiia planea pagar USD 250 por el juego, incluyendo los premios, y quieren una
ganancia de USD 100, por lo que tienes que gastar USD 150 en cada juego y en los
premios. Planea como gastar tu presupuesto y usa matematicas para mostrar que tu
plan para el juego funcionara para 175 nifios. Haz un pdster con:

- undibujo del juego

- lasreglasdel juego

- Extensidn: si tuvieras que reducir tu presupuesto a USD 100, équé

cambiarias?

Justifica tu respuesta

Version 2. Plantee el mismo problema anterior, pero haga que los alumnos creen
variables para el nimero de cada objeto y que escriban una expresion algebraica
para el costo total. Después haga que conecten los nimeros que asignaran a cada una

de las variables y que muestren que han cumplido con su presupuesto.

Version 3. Haga que los alumnos usen una hoja de célculo para hacer el célculo del
presupuesto. Asegurese de que los alumnos sean capaces de registrar cualquier
férmula que usen en la hoja de calculo ellos mismos, dado que eso les ayudara a

demostrar su entendimiento matematico.

Version 4. Ajuste la dificultad del problema al cambiar el nimero de nifios, el
presupuesto y el costo asociado a cada objeto. El costo puede ser d6lares enteros,
cantidades familiares, como multiplos de USD 0.25, o cantidades poco comunes
como USD 1.31.



ACTIVIDAD DE EXTENSION 2: PREGUNTAS Y ENFOQUES DISENADOS
POR ALUMNOS

Después de completar la actividad original en tres dias, los docentes pueden escoger

reconsiderar el juego de la botella usando un nuevo concepto matematico. Por ejemplo, tal

vez los alumnos estén trabajando en:

Una forma de exponer sus datos, como diagramas o histogramas,
Graficar puntos en el plano cartesiano,
Calcular medidas de tendencia central como la media, la mediana y la moda o,

Medir en unidades métricas.

Aqui hay algunos ejemplos de preguntas que los alumnos pueden hacer sobre el juego de la

botella que pueden ser respondidas con alguna de las habilidades mencionadas

anteriormente. Hay varias formas de responder a cada pregunta. Este juego de preguntas y

respuestas se da solo para proporcionar, para cada pregunta, un ejemplo de la direccion que

los alumnos pueden tomar. En conjunto, las preguntas y respuestas ilustran las multiples

posibilidades de problemas de modelacién y las soluciones dadas en el contexto de un simple

juego. En el ejemplo anterior, los alumnos idearon las preguntas. Aqui, laidea es que generen

el enfoque de la solucidn.

Pregunta. {Qué tan lejos pueden las personas de nuestra clase lanzar una

bolsa de granos?

FEnfoque. Haga que cada alumno lance la bolsa tres veces. Registre la mediana o la
media de las distancias como el marcador de cada alumno. La clase puede discutir el
uso del maximo de todos los marcadores, o sea, lo mas lejos que la clase puede
lanzar; el marcador minimo, en otras palabras, que tan lejos pueden lanzar todos; la
media o la mediana de los marcadores, es decir, que tan lejos lanzamos en promedio;
olamoda, i.e. que tan lejos la mayoria puede lanzar.

FEnfoque. Nifios desde Kindergarten hasta segundo de primaria, pueden arrojar la
bolsa de granos, medir que tan lejos lalanzan y posteriormente agregar su nimero a

un histograma usando una calcomania u otro marcador.

Pregunta. ,Cudntas lanzadas necesita realizar una persona antes de tener
unabuena idea de que tan lejos lanza?

FEnfoque. Haga que cada persona lance 20 veces. Vea como la media cambia a
medida que lanzan mas veces. Los alumnos pueden mostrar sus datos en una tabla o

graficar el numero de lanzadas versus la media.

Pregunta. {Qué tanto varian las lanzadas de la gente?

FEnfoque. Haga que todos lancen 5 veces y encuentre la diferencia entre la lanzada
mas larga y la mas corta. Grafique todas las diferencias en un histograma, Discuta el
resultado.

Pregunta. (Qué tan lejos de la botella deberian pararse los jugadores cuando lanzan
labolsa de granos?

Enfoque. Haga que cada persona se pare a un metro y que trate 3 veces de golpear la
botella. Si fallan, registran la distancia y paran. Si tienen éxito, se alejan un metro

mas y tratan de nuevo.

Pregunta. {La distancia de lanzada esta relacionada con la altura de la persona?
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Enfoque. Haga que todos registren su altura y qué tan lejos pueden lanzar, pudiendo
tomar un promedio de tres lanzadas. Pueden graficar la altura versus la distancia de
lanzada. Pueden discutir también qué tipo de graficas indican que hay una relacion y
cudles no. Pueden discutir qué tipos de graficas pueden dificultar contestar la

preguntay cudles parecen mostrar una relacion clara o correlacion.

Pregunta. ,Cudntas botellas debe tener el juego?

Enfoque. Escoja una distancia para pararse. Marque en el suelo donde pondral, 2, 3,
4 o 5botellas. Dé a cada jugador 3 intentos con cada numero de botellas. Use esos
datos para argumentar sobre cual es el mejor numero de botellas. Podrian
considerar cdmo quieren definir un juego que es muy facil, muy dificil, perfecto o
incluso como quieren definir un juego que es divertido o justo. Cada uno de los
equipos de cuatro alumnos puede recolectar datos para su propio equipo, después la
clase completa puede combinar los datos, interpretarlos como grupo y generar un

argumento acorde a sus suposiciones sobre qué hace que un juego funcione mejor.

Larecoleccion de datos conjuntamente con problemas de modelacion motiva a los alumnos a
explorar el razonamiento proporcional al hacerlos comparar diferentes medidas corporales,
como la altura con la envergadura de los brazos, el tamafio del pie con el de la mano, el largo
del brazo con el de la pierna, etc. Una version de este tipo de ejercicio fue publicada como una
version del Problema de la Huellade Kara Imm y Meredith Lorber*. Para ilustrar como se
desarrolla la modelacion matematica en un salén de clase de preescolar hasta segundo afio de
secundaria, consideraremos como Imm y Lorber involucraron a los alumnos de sexto grado
de Lorber con este problema planteado como una actividad de modelacion, asi como a
relacionarlo con la facilitacion del ciclo de modelacion expuesto en el capitulo de preescolar,

primaria y secundaria (ver Figura 2.3 del Capitulo 2).

Empezamos con una seccion de Imm y Lorber relatando su experiencia, en los siguientes
parrafos con sangria. Primero, ellas hablan acerca de desarrollar y anticipar la tarea al

seleccionarla y modificarla para sus alumnos:

Empezamos buscando una buena tarea de modelacion y modificamos el Problema
de las Huella, con los alumnos de Lorber en mente. Con los alumnos reunidos al
frente del salon yo [Kara] comparti la historia de una reciente visita escolar (ver
Problema B.1).

Una vez que la historia habia sido presentada y copias de las huellas fueron
repartidas, pausamos para invitar a los alumnos a observar el contexto. -Yo no sé
ustedes-, mencionamos, -pero ver esta huella nos ha dejado con muchas preguntas.
Vamos a parar y pedirles a todos ustedes que escriban cualquier pregunta que
tengan sobre la persona que usa este zapato, o quiza acerca de la situacion en si

misma. 6Qué es lo que quieren saber?, {Qué es lo que esto les hace cuestionarse? -

(pag. 49).



He estado viajando a muchas escuelas y quiero compartir con
ustedes algo que he visto recientemente. Algunos de ustedes saben
que tenemos algunas escuelas de media superior muy grandes con
dos, tres e incluso cuatro mil alumnos en el mismo edificio. Asi que,
cuando llegué a una de estas escuelas las ultimas veces muchos
adultos y nifios estaban hablando sobre un supuesto vandalo que
habia estado escabulléndose de noche, después de que los guardias
de seguridad se habian ido a casa. Alguien puede recordarnos, ;qué
es un vandalo? y, ;qué significa vandalizar algo?

Asi que, no sabemos mucho sobre este supuesto vandalo, excepto lo
que él o ella dejé a su paso (casilleros desordenados, el robo de un
laboratorio de quimica y un tablén de anuncios hecho trizas). Sin
embargo, recientemente, el vindalo debe haber pisado algo en el
camino hacia la escuela o fuera del lugar, porque esta persona dejé
una huella, de su zapato, precisamente. Ahora, con tecnologia de
recreacion digital del Departamento de Educacion, la seguridad
escolar obtuvo una imagen del zapato que creen que esta persona
estaba usando. Dado que ese dia estaba casualmente visitando a un
profesor, tengo una copia. ;Les gustaria verla?

PROBLEMA B.1: LA INFORMACION ESCUCHADA POR LOS ALUMNOS DE LORBER

ACERCA DE UNA EXPERIENCIA DE LA VIDA REAL

Para varios componentes de modelacion, es muy util hacer el siguiente tipo de preguntas:
“4de qué se dan cuenta?” y “équé les causa curiosidad?” Aqui son usadas para introducir una
pregunta. En nuestro ciclo de facilitacion de la modelacion (Figura 2.3) ésta es la parte de
organizardentro la accion de docencia denominada Representando. El docente también
puede pedir a los alumnos que hablen sobre las cosas que notan y sus cuestionamientos como
un marco general cuando comenten su trabajo entre ellos durante el proceso de modelacion.
En algunos casos, puede ser valioso proporcionar guia adicional al incitar la discusion sobre la
Unica pista: el zapato. Como resultado, la pregunta “4qué les causa curiosidad?” puede ser
suplantada por “équé es importante con respecto a la huella?”, o “4cémo podemos usar la
huella para ayudar a resolver este misterio?”. Habra que tener cuidado de dejar a los alumnos
explorar y mantener la investigacion auténtica. Mientras que los alumnos estan aprendiendo
como describir su mundo en términos cuantitativos, puede ser apropiado introducir, o

enfatizar mucho mas, la medicién, usando este problema como base.

Como clase, decidimos explorar la pregunta, “4qué tan alto es el vandalo?”. La
pregunta, como se plantea, no era notablemente diferente de otros problemas de
matematicas escolares. Asi que, extendimos la pregunta a, ”ées posible determinar la
altura de una persona basandose solamente en una huella?”. Si es asi, écomo lo
harias? Esta sutil extension de las matematicas traslado la tarea de ser una mera
actividad de resolucion de problemas, como “4qué tan alta es la persona que usa este
zapato?”, hacia la modelacion, por ejemplo “éexiste un modelo para predecir la

altura a partir de un zapato?”. (pag. 49).



Observe que los docentes introdujeron una pregunta muy abierta, recolectaron muchas ideas
y después, ayudaron a la clase a plantear preguntas y llegar a un consenso sobre como dirigir
sus cuestionamientos. La apertura del problema pudo también haber sido enfatizada al pedir
la altura aproximada de la persona. Esto significa que los alumnos de la clase plantearon el
mismo problema matematico, pero podrian hacer algunas suposiciones diferentes y usar
estrategias de solucion diferentes. Al anticipar enfoques matematicos diferentes, el docente
puede guiar a los alumnos a centrarse en un aspecto del problema que les interese y les
proporcione oportunidades para usar herramientas matematicas, ya sea aquellas aprendidas
previamente o las que se encuentren actualmente en estudio. Los docentes pueden
monitorear alos equipos para ver si escogen una estrategia que introduzca un nuevo tema
matematico. Pueden también reconsiderar un problema de modelacion viejo después de que

los alumnos hayan adquirido una nueva herramienta.

Después, les pedimos a los alumnos que generaran una lista de objetos que
necesitarian para explorar esta situacion. Compilamos la lista de la clase y después
les recordamos alos alumnos la existencia de la mesa de herramientas que estaba
localizada de forma permanente en una esquina del salon de Lorber. ... Dado que la
eleccion de la herramienta y las estrategias estan frecuentemente ligadas, fuimos
testigos de varios ejemplos de alumnos teniendo que cuestionar, resolver y negociar
estas elecciones dentro de sus equipos. éMedirian en pulgadas o en centimetros?
¢Usar tiras grandes de papel para graficar podria ayudarles a promediar los datos?
&Medir el ancho del zapato o tal vez, el perimetro, seria util? ¢Las alturas
autoevaluadas pueden ser confiables o los alumnos deben verificarlas? (pag. 51).

Aqui usted observa cdmo los alumnos construyen soluciones y el docente reagrupa a los
alumnos y facilita el proceso de hacer suposiciones y definir variables. También se encuentra

monitoreando a los alumnos a medida que avanzan hacia el uso de estrategias matematicas.

Los alumnos lucharon con la idea de qué es lo que significa formar una relacion
entre dos cantidades y como representar y expresar dicha relacion. Un equipo
imagind la altura de una persona medida con zapatos (ver Figura B.1), otra alumna
argumento que la razon entre su zapato y el zapato del sospechoso daba informacion
sobre la razon entre alturas (ver Figura B.2) y varios trataron de discernir la relacion
matematica entre la longitud del zapato y la altura usando una tabla de proporciones
(ver Figura B.3).

Palabras como negociar y luchar llaman la atencion en cuanto alo que mucha gente conoce
como un esfuerzo productivo® °. El docente monitorea estas actividades y toma nota de los
enfoques que los alumnos estan siguiendo, qué matematica estan empleando y si hay ideas
emergentes que necesiten mas matematizacion. Por ejemplo, si un equipo asegura que algo es
mejor o mas rapido, la clase puede necesitar reagruparse y discutir cémo pueden usar las
matematicas para cuantificar y medir como algo es mejor, de modo que puedan justificar estas
afirmaciones usando matematicas. O tal vez, el equipo esta buscando realmente una solucion
que sea factible, en lugar de 6ptima, de modo que con los alumnos jévenes usted puede
preguntar si es la mejor solucion o solo la solucion que funciona. Los alumnos pueden trabajar
con el docente para definir qué significaria que una solucion fuese 1til o que funcione. En este

punto, los alumnos estan haciendo matematicas.



FIGURA B.1: LA ALTURA FIGURA B.2: UNA COMPARACION FIGURA B.1: LA LONGITUD
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Mientras tanto, otros pensaron en el problema de forma aditiva, observando la
diferencia entre la longitud del zapato del vandalo y los suyos y no vieron ningun
problema multiplicativo en absoluto. No corregimos esta idea equivocada porque el
plan anual de Lorber incluia regresar al razonamiento proporcional un poco
después. Adicionalmente, el salon de clases de Lorber y la cultura escolar aseguraron
que los alumnos recibieran retroalimentacion de sus pares; la retroalimentacion con
todala clase usando un protocolo y, para aquellos que continuaran trabajando en la
tarea, retroalimentacion de los miembros de la comunidad durante un evento de
toda la escuela. Solamente cuando el razonamiento aditivo continud fallando como
enfoque, los alumnos empezaron a considerar una estrategia diferente y revisaron
surazonamiento. Los alumnos no siguieron el mismo camino ni llegaron alos
mismos modelos. Sin embargo, atestiguamos las formas en las cuales cada uno
desarroll nueva matematica. Algunos vieron la tabla de proporciones por primera
vez y empezaron a probarla en otros contextos. Otros lucharon con ideas
relacionadas con la medicidn y la recoleccion de datos (pags. 52-53)

Aqui, las docentes hacen una observacion interesante sobre las ideas equivocadas. Los
docentes deben tomar decisiones acerca de como invierten su tiempo en la clase y cuando
seria un momento apropiado para abordar una idea equivocada en particular. De alguna
forma, esto es como abordar la escritura del alumno, ya que puede no ser apropiado corregir
cada error sino mas bien responder a las ideas de mayor importancia como la organizaciéon o
algin aspecto de la mecanica, como los apdstrofes, que puede ser un area actual de estudio

para ese alumno o para esa clase.

Al final de la sesion de modelacion, los alumnos debatieron la exactitud de sus soluciones y
trataron de validar sus conclusiones. Por ejemplo, las docentes sefialaron que "incluso fuimos
testigos de un polémico debate sobre la precision”, y observaron que atestiguaron un debate
contencioso sobre la precision: si redondear los datos antes o después de que sean
promediados generara una diferencia significativa. Asi mismo, notaron que, por ejemplo, una
conversacion con toda la clase sobre si una mujer de 236 cm de altura pudiese existir les

permitio interpretar sus resultados matematicos en el contexto de la situacion sin depender

®
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de sus maestros para verificar sus resultados. También se dieron cuenta de momentos en los
que el proceso de modelaciéon motivo el uso de muevas matematicas, como la tabla de
proporciones, mediciones y recoleccion de datos. Estas ideas pueden ser retomadas en
lecciones mas enfocadas en esa herramienta matematica o pueden ser usadas por alumnos en
otros problemas de modelacidn.

En su articulo, Kara Imm y Meredith Lorber nos explican a detalle su representacion de una
actividad de modelacion matematica con estudiantes de sexto grado. Podemos retomar el
problema de la huella con diferentes objetivos matematicos o niveles académicos en mente. A
medida que la actividad es introducida por Imm y Lorber, los alumnos usan la modelacion
matematica para predecir la altura de la persona que dejé la huella. Los alumnos toman un
namero de aproximaciones a la solucion, incluyendo unidades de medida no estandarizadas y
razonamiento proporcional. Otro enfoque puede ser graficar la longitud del pie versus la
altura de cada uno en la clase y después predecir la altura del sospechoso al observar donde se
ajusta la huella misteriosa dentro de la tendencia de los datos.

Estas formas de abordar el problema de la huella toman un enfoque de un modelo predictivo.
éQué otros tipos de tareas de modelacion pueden ser inspiradas por el Problema de la Huella?
Los alumnos mas jovenes pueden centraste en la medicion, comparacion y extrapolacion de
datos. Por ejemplo, el docente podria usar una huella de uno de los zapatos de sus alumnos.
Después, cada alumno puede generar un argumento matematico sobre cdmo esa huella se
relaciona con su propia huella. {Podria ser la de su zapato? {Por qué si o por qué no? Otra
tarea podria desarrollarse al tomar la huella de uno de los docentes o administradores de la

escuela. Los alumnos pueden generar argumentos acerca de a quién le pertenece la huella.

Para alumnos mayores, el docente puede plantear el mismo Problema de la Huellacomo una
tarea completamente abierta. Por ejemplo, la policia encontro la huella en la escena de un
crimen y quiere saber qué pueden decir los alumnos acerca de la persona que la dejo. Silos
alumnos no empiezan a pensar en la altura, el docente puede reagrupar la clase y
proporcionar informacion adicional. Por ejemplo, tal vez la policia tiene las alturas de 60
sospechosos, a partir de fotos. La clase puede desarrollar estrategias que la policia podria usar
para decidir las alturas mas probables de la persona que hizo la huella.

A veces una tarea de modelacion puede llevar a otras. Pensando de forma mas amplia sobre los
zapatos, los alumnos pueden también involucrarse en problemas donde califiquen y ordenen
zapatos en la clase.

éDe cuantas formas podrian comparar zapatos? ¢Qué cualidades son importantes en un
zapato? {Como es que la importancia de una cualidad se relaciona con las otras? Los alumnos
mas jovenes pueden clasificar zapatos por color y crear un diagrama para identificar las
elecciones mas populares en la clase. Los alumnos mas grandes pueden identificar y calificar
cualidades importantes como el color (5 = 1o aman, 1 = 1o odian), el ajuste (5 = muy bueno, 1 =
terrible), uso (5 = lo que necesito parala ocasion, 1 = no funciona para esta ocasion) y deseo (5
=enverdad lo quiero, 1 = no lo quiero). Cuando se compra un zapato, tal vez el ajuste y el uso
son 3 veces mas importantes que el color o el deseo. Asi que ahora por cada juego de zapatos,
alguien puede calificarlos y una compaifiia puede decidir cuales son los que la gente compraria.
Estos tipos de decisiones de calificacion y ordenamiento pueden ser visualizados en un

diagrama o matriz.

®
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Los alumnos pueden reflexionar también sobre la geometria de la huella. Podrian tratar de
resolver qué formas se combinarian para generar una huella (2D) o un zapato (3D). (éQué es lo
que la forma generada por la huella nos dice acerca de los movimientos o el peso de la persona
que usa el zapato? Ellos podrian ver tendencias de patrones y pensar sobre los zapatos de la
clase. {Qué caracteristicas de los zapatos estan ahi por su aspecto y cuales tienen una funcion?
¢Como pueden categorizar y evaluar los zapatos basados en estos atributos?

Mas extensiones del Problema de la Huellapueden ser exploradas si se encuentra un juego de
huellas consecutivas. {La persona que dejo las huellas se movia en cierta direccion? ¢Como lo
sabes? ¢Qué tan rapido o lento se movia el individuo? Los alumnos mas jévenes podrian
investigar estas preguntas midiendo lalongitud de los pasos que crean al caminar, saltar o
correr. 6Qué pasa si el maestro crea un juego de huellas también? Los alumnos mas grandes
que trabajan en la version abierta del problema pueden usar esta informacion adicional para

aprender mas acerca del sospechoso.

Un buen problema de modelacion es capaz de involucrar a los alumnos a lo largo de niveles
académicos con diferentes antecedentes matematicos y es accesible a través de multiples
perspectivas matematicas. E1 Problema de la Huellanos proporciona un escenario
ejemplificativo con el que podemos explorar muchos enfoques matematicos que pueden ser

usados para entender mejor una situacion de la vida real.

Uno de los retos percibidos en la modelacion matematica es hacerla entrar dentro del
curriculo existente dado que éste esta dirigido a cada nivel académico por contenido
especifico y procesos que se espera que los alumnos conozcan y entiendan. El proceso de
modelacidn se presta a un valioso aprendizaje en muchos dominios y aborda muchas de las
practicas matematicas, incluyendo la Prdctica Matematica - Modela con Matemadticas o MP4
de la CCSSM. Para ilustrar como una tarea de modelacion en particular puede ser modificada
para abordar las expectativas del contenido matematico de diferentes niveles de grados
académicos, consideramos el problema del Patio de Recreo, escogido porque el contexto sera
familiar paralos alumnos. Es bastante sorprendente ver el niimero de estandares de
contenido que pueden ser abordados por una tarea de modelacidn, por lo que las tareas que

sean escogidas apropiadamente, como ésta, pueden alinear muchos estandares de contenido.

En cada una de las descripciones de las tareas para diferentes niveles de grados académicos,
hay una lista de expectativas para los alumnos. Después de estas expectativas, las diferentes
facetas del contenido abordadas son enlistadas:

TAREA DE MODELACION DE PREESCOLAR A SEGUNDO GRADO: EL

PATIO DE RECREO

Te han puesto a cargo de disefiar un patio de recreo y necesitas hacer una presentacion parala

clase sobre tu disefio. Tus tareas al disefiar el patio de recreo son las siguientes:

- Basandote en las sugerencias de tus compaiieros de clase, debes escoger seis piezas de
equipo o espacios para incluir en el patio de recreo; (niimero y operacion, analisis de
datos y probabilidad).

- Debes dar una demostracion que comunique los datos /informacion referentes a tus
decisiones en la subtarea 1; (analisis de datos y probabilidad).

- Debes estimar cudl crees que sea el costo del equipo. Evalua las opciones de afiadir
diferentes equipos o quitar algunas piezas; (niimero y operacion).

- Debes estimar cuanto espacio podrias necesitar en tu patio de recreo; (geometria).



Debes escoger las formas apropiadas o juntar algunas para representar el espacio que
podria ser ocupado por tu equipo; (geometria).

Debes disefiar el patio de recreo en una cuadricula utilizando la informacion de tus
compaiieros de clase, asegurandote de decir como eligiste donde colocar el equipo;
(geometria).

Debes determinar el nimero de cada tipo de forma usada y agruparlas a partir de
atributos similares como ntimero de lados, simetria, etc.; (nimero y operacion, analisis
de datos y probabilidad),

Debes escribir una breve descripcidon que explique como fue colocado tu equipo. Esta
descripcion debe incluir medidas apropiadas; (geometria, medidas, analisis de datos y
probabilidad).

Si solo pudieras elegir una pieza de equipo, écomo decidirias que pieza de equipo usar?;
(analisis de datos y probabilidad).

TAREA DE MODELACION DE TERCER A QUINTO GRADO: EL PATIO DE
RECREO

Debes seleccionar al menos seis piezas de equipo (toboganes, columpios, cajas de arena,
etc.), de las cuales una de ellas sea una cancha de baloncesto.

Debes disefiar una encuesta para tus compafieros sobre qué equipo comprar. Los
resultados deben ser incluidos en el reporte y estar relacionados con la compray la
colocacion del equipo en el patio de recreo. Debes incluir alguna grafica o tabla; (analisis
de datos y probabilidad).

Debes determinar cual deberia ser el costo del patio e incluir comparaciones de equipos
diferentes; (nimero y operacion, algebra).

Debes usar formas geométricas bidimensionales para organizar el patio; formas mas
grandes deben ser usadas para piezas mas grandes de equipo, mientras que las formas
mas pequeflas para piezas mas pequefias; (geometria).

Debes organizar tu patio usando el primer cuadrante de un plano cartesiano. Debes
identificar como tu patio esta dispuesto usando el plano cartesiano y nombrar las
posiciones de las esquinas de las formas usadas para representar el equipo usando pares
ordenados; (geometria y medidas).

Debes describir el ordenamiento del patio incluyendo distancias entre objetos;
(geometria y medidas).

Debes crear modelos a escala tridimensional del equipo del patio usando sélidos
geométricos; (geometria).

Debes incluir una cerca alrededor del patio de recreo e incorporar el costo de la cerca en
el presupuesto: (nimero y operacion, medidas).

Debes minimizar el espacio del patio de recreo rectangular; (algebra, geometriay
medidas).

Debes incluir una descripcion de como las formas podrian ser rotadas y ain encajar en el
mismo espacio; (geometria).

Debes incluir un reporte escrito para acompafiar tu presentacion a la clase.

TAREA DE MODELACION DE SEXTO A OCTAVO GRADO: EL PATIO DE
RECREO

Has sido encargado de disefiar un patio de recreo y proporcionar un reporte y un modelo a

escala a los oficiales electos locales. Aqui estan las expectativas:



- Debes incluir al menos seis piezas de equipo (toboganes, columpios, cajas de arena, etc.)
en el patio de recreo y deben caber en el espacio con una cerca alrededor de los cuatro
lados que sea de aproximadamente 15 metros por 50 metros (medidas).

- Debes completar una encuesta para tus compaifieros de clase sobre qué equipo comprar.
Los resultados deben ser incluidos en el reporte y estar incorporados en la compra y
posicionamiento del equipo en el patio de recreo. Una grafica apropiada debe ser
incluida; (analisis de datos y probabilidad).

- Debes incluir un presupuesto que no exceda USD 100,000 y que incluya el costo de
construir la cerca que rodea los cuatro lados; (nimero y operacion).

- Debes incluir un modelo a escala del equipo que use formas geométricas
tridimensionales, tal vez construido con cubos fusionados apropiadamente para crear
objetos que representen el equipo; (nimero y operacion, geometria, medidas).

- Debes colocar las formas geométricas tridimensionales creadas en un plano cartesiano
para que el area que cada uno ocupe pueda ser determinada; (geometria y medidas).

- Debes mencionar qué pasaria si el equipo fuera rotado de alguna forma; (geometria)

- Debes incluir al menos 60 cm para senderos alrededor de todo el equipo. Los senderos
deben estar representados en el modelo a escala. Los metros cuadrados totales de
material que se necesite para construir los senderos también deben ser incluidos;
(nimero y operacion, geometria y medida).

- Debes construir el modelo a escala; (nimero y operaciones, geometria y medida).

- Debes incluir el area de la superficie de las estructuras, asi como el volumen (cuando sea
apropiado). Esto sera usado para determinar la cantidad de pintura que se necesita yla
cantidad de liquido o arena que se necesita para estabilizar ciertos equipos del patio de
recreo; (medida).

- Debes incluir un reporte para acompafiar la presentacion;

Ahora, dirijjamos nuestra atencion a una discusion de cémo este problema evoluciona a través
de varias franjas de niveles académicos mientras que simultineamente se incrementa la
demanda cognitiva. El disefio del patio de recreo empieza de preescolar a segundo grado con
los alumnos organizando su patio en una cuadricula y usando palabras para describir la
posicion del equipo. De tercero a quinto grado, se piden posiciones mas exactas del equipo
usando un plano cartesiano. Finalmente, de sexto de primaria a octavo grado, el area del patio
de recreo es predeterminada y la disposicion del equipo, ahora hecha a escala, debe encajar
con las restricciones. En esta progresion del disefio del patio, el incremento en la demanda
cognitiva puede ser visto a medida que la tarea evoluciona a lo largo de los niveles académicos.
Larepresentacion del equipo evoluciona de formas bidimensionales, de preescolar a segundo
grado, a tridimensionales, de tercero a quinto grado, hasta representaciones tridimensionales
y aescala, de sexto de primaria a segundo afio de secundaria. De forma similar, el presupuesto
para el equipo involucra en la primera franja de grados un estimado del costo del equipo
usando nimeros enteros y llega hasta un presupuesto formal con restricciones que también

incluye una cerca, en el tltimo nivel académico.

Una rapida precaucion debe ser incluida en esta tarea en particular, especialmente al ensefiar
matematicas. Mucho de esta tarea involucra disefiar un patio de recreo y, aunque las
habilidades de disefio son importantes y un componente clave de las Habilidades del Siglo 21,
el foco debe estar en las matematicas. El disefio del patio de recreo puede, algunas veces,
opacar la ensefianza central que debe llevarse a cabo. Es verdad que las habilidades de disefio
y las matematicas se complementan una a la otra de buena manera, y que las habilidades de
disefio proporcionan un contexto sélido para la ensefianza de las matematicas, pero se debe

tener precaucion de que las habilidades de disefio no inhiban el aprendizaje matematico.

®



PROYECTO DEL
MINIGOLF

Terminamos la sesion con algunas notas sobre la implementacion de este proyecto en el
curriculo. En cada nivel académico hay una modelaciéon completa con multiples subtareas. En
muchos casos, estas subtareas pueden ser tomadas como tareas independientes o pueden
usarse combinaciones de éstas. Esta decision sera determinada por las necesidades de los
docentes. Por ejemplo, en la subtarea 2 de tercero a quinto grado se abordan aspectos de
analisis de datos y probabilidad. En algunas instancias, cierto contenido especifico necesita
ser tratado. Sin embargo, es aiin mas importante el hecho de que algunas subtareas pueden
ser usadas para introducir a los alumnos a etapas diferentes del proceso de modelacion. Por
ejemplo, una etapa de la modelacion es hacer suposiciones. Las subtareas 1y 2 para alumnos
de grados sexto a octavo les piden que seleccionen su equipo basandose en una encuesta y que

encajen en un espacio determinado.

En este ejemplo, exploramos una tarea de modelacion en forma de evaluacion. En algunas
instancias, un proyecto de modelacion puede ser la evaluacion ideal, basada en el proyecto o
en el desempeiio, al final de una unidad, dado que proporciona oportunidades para que los
alumnos conecten, usen y apliquen muchas ideas matematicas al mismo tiempo. El siguiente
ejemplo es apropiado de sexto de primaria a segundo de secundaria, pero ha sido usado
también como una evaluacion en cursos sobre contenido matematico para docentes de los

niveles preescolar, primaria y secundaria.

PROYECTO DEL MINIGOLF

En este proyecto de evaluacion disefiaras dos campos de golf en miniatura con seis hoyos! mas
un hoyo de practica, que tiene la forma de un poligono regular. Los dos campos deben tener
los mismos seis hoyos, pero en diferentes ubicaciones. Sin embargo, el segundo disefio debe
tener un hoyo de préctica diferente que continue siendo un poligono regular.

EL PRIMER DISENO

Usando GeoGebra o algin otro programa de geometria dinamica, debes crear un campo de
golf de seis hoyos mas un poligono de practica. En tu reporte, identifica las coordenadas de las
esquinas de los hoyos con pares ordenados, asi como la ubicacion real de la copa, por ejemplo,
el hoyo real. También, incluye el area y perimetro de cada uno de los hoyos. Si alguno de los
lados de los hoyos que disefies son paralelos, deben ser hechos con el mismo color en el disefio
de GeoGebra. Adicionalmente, debes usar la funcion “medida de angulo” del programa de
geometria dinamica para identificar las medidas de los angulos que componen las esquinas de
tus hoyos. Silos hoyos pueden ser conformados juntando poligonos, asegurate de indicar
como componer los poligonos para construir tus hoyos, por ejemplo, un cuadrado mas un

triangulo.

Dos de los hoyos deben incluir obstaculos. Los obstaculos deben ser hechos combinando
solidos platonicos u otros objetos tridimensionales conocidos, por ejemplo, un silo hecho de
un cilindro y la mitad de una esfera. Identifica el area de la superficie de los objetos y la

cantidad de agua o arena que se necesita para llenar los objetos y que se mantengan anclados.

Para el hoyo de practica, identifica el poligono regular que usaste, asi como las medidas de los
angulos interiores, exteriores y centrales de dicho poligono.

1 Enlajerga de golf, el hoyo es el hueco en el “green” (4rea preparada donde se sitiialabanderay que

indicala posicion de dicho hueco) donde debe llegar y embocar la bola.



TRANSFORMANDO
PROBLEMAS
CONOCIDOS EN
PROBLEMAS DE
MODELACION

Tu disefio puede incluir también caminos alrededor de los bordes de los hoyos. El camino
debe medir por lo menos un cuadrado de ancho, dentro de la cuadricula, en toda su extension.
Esto significa que debe haber espacio entre todos los hoyos para acomodar este disefo.

Determina el area de los senderos, que, como sugerencia, es el conteo de los cuadrados.

SEGUNDO DISENO

Tu segundo disefio debe simplemente usar una transformacion rigida para reubicar los hoyos
originales a sus nuevas posiciones. Las transformaciones deben ser incluidas en el reporte.
También debes determinar el area que se necesita para los senderos con el nuevo disefio, si es

que hiciste esto en el disefio original.

CALCULAR EL COSTO

Ahora, tu reto es calcular el costo de construccion de cada uno de los campos de golf. Debe
haber madera alrededor del perimetro de cada uno de los hoyos. Determina el costo total de la
madera para construir todos los hoyos. Necesitaras comprar el material para alfombrar los
hoyos. Determina el costo de la alfombra para cubrir todos los hoyos. Por la forma en la que se
compra la alfombra, puedes necesitar comprar alfombra extra. También necesitas determinar
el costo de la pintura de cada uno de los obstaculos y el costo del concreto necesitado para
construir los senderos, que deben tener una profundidad de al menos 8 cm. Si no estas seguro
de los costos, revisa el sitio de internet de alguna cadena de tiendas de productos de

renovacion del hogar.

A veces se puede encontrar problemas de modelaciéon muy buenos en la comunidad. Por
ejemplo, tal vez en un café quieran saber cuanta leche ordenar cada semana de modo que no
se les acabe pero que tampoco se eche a perder. Otros problemas vienen de actividades de
modelacion que han sido probadas en el salon de clases y han sido publicadas. Aqui
mostraremos algunas formas para transformar problemas conocidos de libros de texto en
problemas de modelacion:

PREESCOLAR: CONTAR Y CALCULAR

Problema original: Cuenta de 1a10.

Problema de modelacion: {Estamos comiendo suficientes verduras y frutas en el
almuerzo?

FEnfoque: Después del almuerzo, haga que los nifios cuenten cuantas frutas y verduras
comieron cada dia.

PRIMER GRADO: RESTA CON INICIO DESCONOCIDO

Problema original:é? -2=5

Problema de modelacion: Tienes un puesto de limonada y quieres venderla por USD 1
por vaso. Tienes que pagar USD 2 por mezcla para la limonada, pero los vasos y el agua
son gratis. Al final del dia, écuantos vasos de limonada tienes que vender para ser capaz
de ganar USD 5? Y, écuanto dinero necesitas tener al final del dia en tu caja de dinero?
FEnfoque: Tal vez los alumnos usen una resta. DINERO EN LA CAJA -USD 2=USD 5

SEGUNDO GRADO: COMPARACION

Problema original: {Qué numero es mas grande, dados dos numeros enteros?

Problema de modelacion: {Este mes se estd haciendo mas célido, frio o se mantiene
igual?

FEnfoques: Los niflos pueden tomar un termometro a la misma hora cada dia y registrar el

namero que marca en una tabla. Después, pueden usar flechas para mostrar si la



temperatura bajo o subio ese dia comparado con el dia anterior. El docente podria

también usar los signos <y > si le parece apropiado.

TERCER GRADO: DIVISION

Problema original: Si tienes 1000 pretzels y la clase come 100 cada dia, écudntos
dias puede la clase comer pretzels?

Problema de modelacidn: Si tenemos unabolsa de pretzels y queremos que dure
toda la semana, écomo podemos determinar cudntos pretzels darle a cada nifio por
dia?

Enfoques: Tal vez la clase quiera contar todos los pretzels, por lo que necesitan ser
pasados en montones a todos los alumnos. Tal vez ellos quieran poner los pretzels en
5 montones e irlos pasando hasta que cuenten el mismo nimero en cada montén.
Entonces, pueden resolver como dividir los pretzels de un montén entre todos los
estudiantes. Al final, podrian representar este enfoque con dibujos y simbolos.

CUARTO GRADO: AREA DE UN RECTANGULO

Problema original: Encuentra el rea de un rectdngulo usando la férmula Area =
largo x ancho.

Problema de modelacion: Encuentra el drea de la superficie superior de tu
escritorio usando una hoja de papel para graficar. En este caso, el escritorio tiene
bordes redondeados.

Materiales proporcionados:laminas de papel cuadriculado de 1 cm cortadas de 20
cm por 26 cm, asi las hojas originales pueden ser de tamafio carta o A4.

Enfoques: El docente les da solo 2 o 3 laminas de papel cuadriculado por equipo de
modo que no puedan cubrir por completo el escritorio. Se necesitan alrededor de 8
laminas. Se tendra que usar algo de razonamiento. Ellos contaron que hay 520
centimetros cuadrados en cada lamina. Entonces, supieron que necesitaban 8
laminas, por lo que multiplicaron 520 cm?/hoja x 8 hojas = 4620 cm?. Algunos
equipos restaron 2 hileras de 20 cm que sobraban. Otros dejaron su respuesta en un
estimado de 4620 cm?. La mayoria de los alumnos ignoraron los bordes redondeados

porque fueron de menos de un cuadrado.

QUINTO GRADO: ESTIMACION, MULTIPLICACION/DIVISION Y
PENSAMIENTO ESTRATEGICO.

Pregunta original: Victor necesita empacar algunos libros para almacenarlos. La
tabla muestra el peso de los diferentes tipos de libros que Victor necesita almacenar.

TIPO DE LIBRO PESO TOTAL
Matematicas 25 kg
Lectura 39 kg
Ciencia 34 kg

TABLA B.2: PESOS DE LIBROS

Cada caja puede cargar 14 kg. (Cudl es el numero mas pequefio de cajas que necesitamos?

A. 3 cajas
B. 7 cajas
C.8cajas
D. 9 cajas



Pregunta de modelacion: Observa el estante de libros del aula. Haz un plan para
empacarlos en cajas, de modo que uses el menor nimero de cajas, pero que las cajas
no sean demasiado grandes para cargarlas. No tienes tiempo para medir o pesar cada
libro.

SEXTO GRADO: RAZONAMIENTO PROPORCIONAL

Problema original:unabolsa de 20 kg de comida para perro cuesta
aproximadamente USD 35. Si una porcion es 142 kg por dia y tienes 3 perros, écuanto
durard esa bolsa de comida para perros?

Problema de modelacion: {Cuanta comida tendrias que comprar para alimentar a
todos los perros callejeros del mundo por un afio?, é{cuanto costaria?, écomo se
compara esto con el costo de alimentar a todos los nifios hambrientos del mundo por
un afio?

SEPTIMO GRADO (EVALUACION DEL CONSORCIO DE
EVALUACION SMARTER BALANCED, SBAC): CONVERSION DE
UNIDADES, AREA, DIVISION Y CALCULADORA

Problema original: Estas colocando azulejos en el piso rectangular de una cocina de
2mx 3 my estas usando azulejos cuadrados de 8.5 cm que vienen en cajas de 60
unidades. ¢Cual es el menor nimero de cajas que necesitas comprar? Si es necesario,
puedes cortar los azulejos para encajar en el piso®.

Problema de modelacion: Estas colocando azulejos en el piso rectangular de una
cocina de 2 m x 3 my tienes la opcion de usar azulejos cuadrados de 8.5 cm 0 9.25
cm. Si es necesario, puedes cortar los azulejos para encajar en el piso, pero eso es un
desperdicio de mucho tiempo y a veces se rompen. éQué medida de azulejos usarias
si cuestan lo mismo?, {cuales usarias silos azulejos de 8.5 cm costaran la mitad, pero
se rompieran mas? Genera un argumento matematico.

OCTAVO GRADO: EXPRESIONES Y ECUACIONES, NOTACION
CIENTIFICA

Problema original: Hormigas contra humanos. La masa promedio de un humano
adulto es de 65 kilogramos, mientras que la masa promedio de una hormiga es de
4x10"(-3) gramos. La poblacion humana total en el mundo es de aproximadamente
6.84 billones y se estima que hay actualmente alrededor de 10,000 trillones de
hormigas vivas. Con base en estos valores, ¢como se compara la masa total de
hormigas vivas con la masa total de humanos vivos?’

Problema de modelacidn: Considera el problema anterior, pero calcula la masa de
todos los humanos modelando el promedio del peso de un humano, no solo de un
adulto.



9DIMENSIONES PUNTAJE DE 0 PUNTAJE DE 1 PUNTAJE DE 2 PUNTAJE DE 3 PUNTAJE DE 4
LOS PRIMEROS Sin completar Los hoyos del Los hoyos del Los hoyos del Los hoyos del
6 HOYOS MAS minigolf estan minigolf estan minigolf estan minigolf estan
EL HOYO DE construidos con construidos con construidos con bien construidos
PRACTICA DEL grandes imprecisiones imprecisiones
MINIGOLF SON imprecisiones menores y el menores
CONSTRUIDOS hoyo de practica
USANDO no esta incluido
GEOGEBRA
COORDENADAS No se incluyen Se incluyen las Se incluyen las Se incluyen las Las coordenadas
DE LAS las coordenadas coordenadas de coordenadas de coordenadas de de todos los
ESQUINAS DE todos los hoyos, todos los hoyos todos los hoyos hoyos son
LOS HOYOS Y LA pero no son con grandes con perfectas
COPA ESTAN cercanas a las imprecisiones imprecisiones
INCLUIDAS EN correctas menores
EL REPORTE
PERIMETRO El perimetro no Los perimetros Los perimetros Los perimetros Los perimetros
se incluye de todos los de todos los de todos los de todos los
hoyos estan hoyos estan hoyos estan hoyos son
incluidos, pero incluidos con incluidos con perfectos
Nno son cercanos a grandes imprecisiones
los correctos imprecisiones menores
AREA Las areas no se Las areas de Las areas de Las areas de Las areas de
incluyen todos los hoyos todos los hoyos todos los hoyos todos los hoyos
estan incluidas, estan incluidas estan incluidas son perfectas
pero no son con grandes con
cercanas a las imprecisiones imprecisiones
correctas menores
LINEAS Las lineas Las lineas Las lineas Las lineas Las lineas
PARALELAS Y paralelas y las paralelas y las paralelas y las paralelas y las paralelas y las
ANGULOS medidas medidas medidas medidas medidas
angulares no se angulares estan angulares estan angulares estan angulares de
incluyen incluidas, pero no incluidas con incluidas con todos los hoyos
son cercanas a errores mayores | errores menores son perfectas
las correctas
COMPOSICION La composicion La composicion La composicion La composicion La composicion
DE POLIGONOS de poligonosy de poligonosy de poligonosy de poligonosy de poligonosy
Y SOLIDOS sélidos no se sélidos es sélidos es sélidos es sélidos es
mencionan mencionada, descrita con descrita con descrita
pero no es errores mayores | errores menores perfectamente
cercanaala
correcta
AREA DE Las areas de
SUPERFICIES superficies no Las areas de Las areas de Las areas de Las areas de
estan calculadas superficies estdn | superficies estdn | superficies estdn | superficies estan
calculadas, pero calculadas con calculadas con calculadas
no son cercanasa | erroresmayores | errores menores perfectamente
las correctas
VOLUMEN Los volimenes Los volimenes Los volimenes Los volimenes Los volimenes

no estan
calculados

estan calculados,
pero no son
cercanos a los
correctos

estan calculados
con errores
mayores

estan calculados
con errores
menores

estan calculados
perfectamente




DIMENSIONES PUNTAJE DE 0 PUNTAJE DE 1 PUNTAJE DE 2 PUNTAJE DE 3 PUNTA]JE DE 4
Los angulos de
Los dngulos d Los dngulos d Los &ngulos d
MEDIDAS DE LOS Los angulos de los poligonos 122 ar(l)iu (?r?ose l?)Z ar:)iu (())r?ose 1?)2 al:)ﬁg{u (())r?ose
ANGULOS DE LOS los poligonos regulares estan Pollg , Pollg , Pollg .,

. regulares estan regulares estan regulares estan
POLIGONOS regulares no calculados, pero leulad leulad leulad
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EJEMPLOS DE
MODELACION

APENDICE C:
EJEMPLOS EXTENDIDOS

Esta seccidn contiene cuatro problemas extendidos, cada uno ilustrando con algo de detalle el

proceso de modelacion y enfocandose en un componente diferente del ciclo.

El primero es el Problema del Ascensor(Problema C.1). Este presenta a los docentes ejemplos
de variaciones del mismo ejercicio, con diferentes niveles de gradacion, para estudiantes que
son nuevos en la modelacion y aquellos con experiencia. Se ha sefialado que el planteamiento
de los problemas pertenecientes a una verdadera experiencia de modelacion debe ser tan
abierto como sea posible, permitiéndoles a los estudiantes trabajar con varios enfoques. Sin
embargo, al comienzo del proceso los estudiantes enfrentan dificultades con la naturaleza
abierta de los problemas de modelacion, por lo que encontrar una forma de apoyarlos sin
retirarles la aventura es esencial. Por fortuna, no hay necesidad de tener problemas diferentes
para los modeladores principiantes y para los experimentados. Los mismos escenarios estan
abiertos ala investigacion dentro de todos los niveles de experiencia, pero el apoyo
proporcionado a los estudiantes puede ser ajustado a las herramientas matematicas y a su

experiencia en modelacion.

El segundo ejemplo es el Problema del Mosquito Quironomido (Problema C.2). Los
estudiantes necesitan encontrar una forma de distinguir entre dos especies diferentes de
insectos que pican basandose en la longitud de la antena y el ala. De forma similar al problema
anterior, éste es presentado como una investigacion abierta que expone un ejemplo de las idas
y venidas entre los componentes del ciclo de modelacion a medida que los estudiantes crean,
evaluan y mejoran sus modelos. Una de las caracteristicas distintivas de 1a modelacion, que la
separa de todo aquello con lo que los estudiantes estan familiarizados, es el proceso iterativo
de mejorar y refinar el modelo y éste es ilustrado de forma que los lectores puedan

experimentar el proceso del razonamiento de la modelacion.

El tercer ejemplo es la Distribucion Justa de Fondos de Apoyo para el Desastre. Los
estudiantes deben considerar una variedad de métodos para distribuir para situaciones de
desastre muy poco dinero entre solicitudes que tienen todo el mérito. Diferentes definiciones
de lo que es justo son expuestas y los estudiantes deben decidir como implementar su método

y evaluar su valor relativo en contraste con otros métodos que sean propuestos.

®



EL PROBLEMA
DEL ASCENSOR

El cuarto ejemplo, Manejando por Combustible, fue presentado por primera vez en una forma
ligeramente diferente en los Capitulos 1y 3. Manejando por Combustible presenta una
perspectiva de una actividad de clase en la cual los estudiantes trabajan juntos en pequefios
grupos con el docente apoyando sus esfuerzos. En el ejemplo, el modelo es disefiado por
estudiantes de Algebra o Introduccién al Calculo que son relativamente nuevos en la
modelacion matematica, por lo que hay gradacion y apoyo significativo en el proceso,
provistos por el docente durante la presentacion del problema.

El Problema del Ascensorpuede ser usado con muchas clases diferentes. Naturalmente, entre
mas avanzada esté la clase, mas puede esperarse de la solucion. El problema no tiene
prerrequisitos matematicos y ha sido usado de forma exitosa con estudiantes de Algebral,
Introduccion al Calculo y cursos Postcalculo. Después de trabajar varios periodos de clase con
el problema, un estudiante de Introduccion al Calculo comento: “Nunca antes, en todas mis
experiencias matematicas, habia visto un problema tan abierto y variado como éste. Trabajar
en un problema como éste sin una respuesta obvia y muchas opciones diferentes fue toda una
nueva experiencia para mi. Este problema me ayudo a visualizar el papel que las matematicas

posiblemente jugarian en mi futuro.”

Si este ejercicio se usa como incentivo o aplicacion del contenido estandar, puede enfocarse
en el desarrollo de una funcion lineal simple de dos variables en una clase de algebra, mientras
que puede centrarse en la aplicacion de combinatorias en una clase que ha estudiado algo de
probabilidad. También puede ser un vehiculo para discutir modelos de simulacion que
involucren probabilidad. El Problema del Ascensores tan eficiente como una pregunta
totalmente abierta no relacionada con el contenido que en ese momento se esté estudiando.
Los problemas como éste demuestran que la modelacion a nivel medio superior involucra con

frecuencia una aplicacion sofisticada de conceptos muy elementales.

El problema centra la atencion en la importancia de hacer suposiciones razonables y
simplificadas. Como muchos problemas de modelacion, el Problema del Ascensorpuede ser
tan simple o tan complejo como el docente lo desee mediante la alteracion de algunos
parametros en el problema, la gradacion y la conversacion que el estudiante y el docente
lleven a cabo durante la presentacion del problema. Cada docente puede determinar qué tan
dificil debe ser el problema y qué tan lejos quiere que sus estudiantes lo lleven, basandose en

las metas de la actividad.

Planteamiento del problema: Walton y Davidson, en el maravilloso volumen del
Grupo Spode, Solving Real Problems with Mathematics, (Resolviendo Problemas
Reales con Matematicas), Volumen 2, presenta el Problema del Ascensoren laforma
de una serie de memos entre tu jefe y tq, el estudiante, asi como también entre ti y
tu asistente, discutiendo el problema de las llegadas tarde al trabajo.



MEMO #1

De: Tu jefe

Para: Ti

Re: Llegadas tarde

He recibido numerosas quejas de que un enorme niimero de nuestros empleados estan llegando a
sus oficinas mucho después de las 9:00 a.m., debido a la incapacidad de los tres ascensores
actuales para lidiar con la hora pico al principio del dia. En la situacion financiera actual, es
imposible considerar instalar ascensores extra o incrementar la capacidad de los ya existentes
por encima de la cantidad actual de 10 personas. Por favor, investiga y dame algunas posibles
soluciones al problema, indicando las variadas ventajas y desventajas.

MEMO #2

De: Ti

Para: Tu asistente
Re: Llegadas tarde

Podrias investigar:
1. ;Cuanto tiempo toma a los ascensores viajar entre pisos y por cuanto tiempo paran?
2. ;(Cuantas personas de cada piso usan el ascensor en la mafiana?

3. (Cuantas personas llegaron tarde esta mafiana?

MEMO #3

De: Tu asistente

Para: Ti

Re: Respuestas a tus preguntas

1. Parece que el ascensor toma 5 segundos entre cada piso y unos 15 segundos extra en cada
parada, ademas de otros 5 segundos si las puertas tienen que ser reabiertas. También, el ascensor
se tarda alrededor de 25 segundos en llenarse en la planta baja.

2. El nimero de trabajadores por piso es:

PISO PB | 1° [2° |3° |4° |5°

NUMERO | 0 60 | 60 | 60 | 60 | 60

3. Alrededor de 60 personas llegaron tarde hoy.

MEMO #4

De: Ti

Para: Tu jefe

Re: Solucidn para el problema con ventajas y desventajas

?

PROBLEMA C.1: EL PROBLEMA DEL ASCENSOR




En el planteamiento del problema, vemos que el edificio tiene 5 pisos ocupados, del primero al
quinto. La planta baja (0) no es usada para negocios. Cada piso aloja 60 empleados y hay 3
ascensores (A, By C) disponibles para llevarlos a sus oficinas por la mafiana. Cada ascensor
tiene capacidad para 10 personas y toma aproximadamente 25 segundos llenar un ascensor en
la planta baja. Posteriormente, los ascensores tardan 5 segundos en viajar de un piso a otroy

toman 15 segundos en cada piso en el que hacen parada.

Haga que los estudiantes discutan la situacion y piensen sobre qué puede estar ocasionando
las llegadas tarde y como el sistema de ascensores puede ser cambiado para resolver el
problema. Como ayuda, podria hacerlos discutir los letreros de un ascensor pertenecientes a

un hotel (Figura C.1).

éPodria este sistema ser utilizado durante la hora pico de la mafiana, de 8:30 a 9:00 a.m.?

SERVICIO DE SERVICIO DE
ASCENSOR PARA ASCENSOR PARA
LOS PISOS 2-5Y LOS PISOS 2-23

23-45 (ASCENSOR PARA LA
PLANTA BAJA UBICADO
EN BAR 10)

FIGURA C.1: LETREROS DEL ASCENSOR DE UN HOTEL COMO EJEMPLO DE SISTEMA DE
ASCENSORES

HACER SUPOSICIONES RAZONABLES Y SIMPLES
Antes de proceder a discutir el problema, seria de utilidad observar algunas suposiciones

basicas que se pueden hacer para simplificar y esclarecer el problema a resolver.

Los estudiantes deben hacer suposiciones sobre el proceso real para preparar su trabajo. Las
suposiciones deben ser formuladas en la realidad del escenario del problema, pero
permitiendo que exista algo de simplicidad en el proceso de modelacion. También, deben ser

consistentes con la informacion dada, o al menos no contradecirla.

Con frecuencia, los estudiantes trataran de resolver el problema requiriendo a los empleados
que lleguen a horarios especificos, aquellos que trabajan en el piso cuarto deben llegar alas
8:47, por ejemplo, o requiriendo a aquellos que trabajan en pisos inferiores que tomen las
escaleras, pero en la medida de lo posible, nos gustaria alterar el sistema de los ascensores, no
los habitos de las personas. Motive a los modeladores a no hacer cambios en la rutina
matutina actual de los trabajadores. Cambiar los patrones diarios de los empleados creara
problemas entre éstos y la administracion que deben ser evitados. Esto significa que

necesitamos hacer suposiciones acerca de cual podria ser la rutina actual.

Por ejemplo, no podemos asumir que todos los empleados llegan 5 minutos antes de las 9,
dado que, si ese fuera el caso, habria mas de 60 empleados que llegarian tarde. Dado que el jefe

no escribid para quejarse de que los empleados llegan demasiado tarde a los ascensores para



reportarse en su trabajo a tiempo, podemos asumir que los empleados estan en los ascensores
aunahora que deberia permitirles llegar al trabajo, pero la operacion de los ascensores no se

los permite.

Nota:Haga que los estudiantes discutan razones plausibles por las que los empleados llegan

tarde a su trabajo debido alalentitud al tomar los ascensores.

Suposicion 1: Suponemos que en algin momento antes de las 9, los empleados empiezan a
llegar y que una vez que este proceso empieza, hay un flujo constante de empleados esperando
tomar los ascensores. El memo no menciona que los empleados lleguen tarde a los ascensores,
sino que llegan tarde a sus oficinas. La suposicion nos da un problema realista que puede

tener una solucién que involucre a los ascensores.

Suposicion 2: Suponemos que la situacién actual es que cada ascensor lleva empleados a
todos los pisos, necesitando parar en cada piso durante cada viaje. Cuando se encuentran
apurados para llegar a su oficina, esperamos que los trabajadores tomen el primer ascensor
disponible. Esto crea un grupo mixto que ocupa cada ascensor, lo que puede ser la razén por la

que los viajes tomen tanto tiempo.

Suposicion 3: Dado que el problema es hacer que los empleados lleguen a sus pisos
eficientemente, suponemos que el inico uso de los ascensores entre 8:30y 9:00 es llegar de la
planta baja al piso apropiado, correspondiente a su lugar de trabajo. Ignoraremos la
posibilidad de que los trabajadores se muevan entre pisos, yendo del cuarto al segundo, por
ejemplo, durante este tiempo.

Aunque esta suposicion es claramente poco realista, no tenemos informacion acerca de qué
tan prevalente es este movimiento, y, consecuentemente, no hay una buena forma de
incorporarlo en el modelo. Mas atin, tratar de hacerlo al inicio hace del problema uno mucho
mas complicado. Una vez que los estudiantes han creado un modelo inicial, seran capaces de
afiadir este elemento al problema, pero es muy importante que los estudiantes mantengan su
primer modelo tan limpio y simple como sea posible. El ciclo de modelacion permite
refinamiento sucesivo para lidiar con componentes mas pequefios, pero importantes, que han
sido ignorados inicialmente. Nuestro primer modelo se centrara solamente en mover a los

empleados de la planta baja al piso correspondiente.

Suposicion 4: Las puertas del ascensor no se vuelven a abrir. Dado que todos se encuentran
ansiosos por llegar a tiempo a su trabajo, salen de los ascensores de forma eficiente. En un
primer modelo, considerar asuntos pequefios como éste puede hacer el problema mas dificil,

escondiendo algunas caracteristicas importantes.

UN MODELO SIMPLE DEL MOVIMIENTO DEL ASCENSOR

Una forma de enfrentarse a este problema es considerar el peor escenario. Lo peor que puede
pasar es que cada ascensor tenga siempre, al menos, a una persona de cada piso dentro de él.
Esto significa que el ascensor hara el viaje mas largo en cada oportunidad. Dado que hay 60
personas en cada uno de los 5 pisos, hay que llevar 300 empleados a sus oficinas. En promedio,
esperariamos que cada uno de los ascensores lleve 100 personas. Dado que la capacidad de
cada ascensor es de 10 personas, cada ascensor hara 10 viajes. {Cudnto tiempo tomara hacer
cada uno de estos viajes? La Figura C.2 a continuacidn ilustra un viaje completo. Los
ascensores no se detienen en su camino hacia abajo, dado que nadie entra o sale.

®



El tiempo total que toma un viaje es de T = 25 + 5 (10) + 5 (15) = 150 segundos por viaje.

Dado que cada ascensor hace 10 viajes y hay 3 moviéndose simultaneamente, el tiempo total
es 1500 segundos, o cerca de 25 minutos. Algunos estudiantes pueden sefialar que no tenemos

que contar el viaje final de regreso ala planta baja, y usar 1475 segundos como su estimado.

En el calculo anterior, hemos hecho una suposicion importante. Si tenemos una multitud de
trabajadores esperando por los ascensores, entonces, cuando las puertas del ascensor se
abran en la planta baja, habra 10 empleados listos para entrar. Cada ascensor esta lleno al

comienzo de su viaje.

' 15 SEGUNDOS
5 SEGUNDOS 5 SEGUNDOS

15 SEGUNDOS
5 SEGUNDOS 5 SEGUNDOS

15 SEGUNDOS
5 SEGUNDOS 5 SEGUNDOS

15 SEGUNDOS
5 SEGUNDOS 5 SEGUNDOS

15 SEGUNDOS
5 SEGUNDOS 5 SEGUNDOS

15 SEGUNDOS

FIGURA C.2: MODELO GRAFICO DEL TRANSITO DE UN ASCENSOR

Suposicién 5: Cada ascensor se encuentra lleno, con 10 personas que lo abordan en la planta
baja.

Nota: Una vez que tengamos una solucion para el problema sencillo de 10 personas por viaje,
podemos recalcular todo usando un promedio de 8 0 9 para ver cémo se comporta nuestro
modelo. Queremos que el primer modelo se mantenga pulcro y limpio, para reconocer cuéles
son las cuestiones importantes.

MODELAR EL ESTADO ACTUAL

Sabemos que 60 trabajadores llegaron tarde esta mafiana. Sesenta trabajadores representan 6
viajes de ascensor bajo estas suposiciones. Con tres ascensores moviéndose
simultaneamente, cada ascensor debe hacer dos viajes después de las 9:00. El tiempo total
para mover a todos los 60 trabajadores a su piso bajo nuestras suposiciones iniciales es

(2 viajes) (150 s/viaje) = 300 segundos, o 5 minutos. Necesitamos cortar cerca de 300



segundos de los 1500 segundos que nuestro modelo simple predice que toma subir a todos.
Nuestro objetivo es un maximo de 1200 segundos. ¢Es esto posible?

Dado que toma alrededor de 1500 segundos para que todos sean llevados a sus oficinas y tu
asistente encontro que 240 (80%) de los empleados llegaron a tiempo, podemos concluir que
la gente empieza a llegar en un momento que permite que s6lo 80% de los requeridos 1500
segundos ocurran antes de las nueve en punto. Es decir, empiezan a llegar alrededor de 20
minutos antes de las 9:00.

Redireccionando los ascensores: Se sugirio anteriormente en la discusion acerca de los
ascensores del hotel, que redireccionar algunos de los ascensores durante la hora pico puede
ser util para la compaifiia. Vamos a explorar un ejemplo: {Qué pasaria si dos ascensores fueran
alos pisos 1,2y 3 y un ascensor a los pisos 4 y 5? {Cuanto tiempo tomaria, con esta

configuracion, llevar a todos al piso correspondiente?

Podemos usar el diagrama anterior para modelar la situacion para cada ascensor, o podemos

simplemente crear una expresion algebraica cuyo valor sea el tiempo del viaje.

Haga que los estudiantes discutan de qué depende el tiempo total de transito de un ascensor.
éQué determina cuanto tiempo toma? Los estudiantes reconoceran que el tiempo de transito
depende de dos cosas, el nimero (N) de pisos en los cuales para el ascensor y el piso mas alto

(P) al cual viaja el ascensor. El tiempo de transito es

T =25 +10P + 15N segundos por viaje

En el ejemplo dado anteriormente, el viaje al primero, segundo y tercer pisos toma
T =25+10 (3) +15 (3) =100 segundos por viaje,

Mientras que el viaje al cuarto y quinto piso toma

T =25+10 (5) +15 (2) =105 segundos por viaje.

Como se muestra en la Tabla C.1, con esta configuracion, el ascensor mas lento toma 1260
segundos, una reduccion de 154, que son 4 minutos menos en el tiempo de transito total que
se hace cuando se tiene a los ascensores viajando a todos los pisos. éPodemos mejorarlo?
éPodemos reducir el tiempo esperado a nuestra meta de 6 minutos?

Como se muestra posteriormente, si dejamos que un ascensor viaje a los pisos 1y 2,y que los
otros dos viajen a los pisos 3, 4 y 5 entonces podemos reducir el tiempo de transito total a1080
segundos, o 7 minutos menos que cuando todos los ascensores viajan a todos los pisos. Eso
cumple con nuestra meta, pero ¢hay arreglos ain mejores?

El problema puede detenerse aqui si se desea. El foco del problema puede ser disponer las
suposiciones simplificadoras, generar la ecuacion de tiempo T = 25 + 10P+ 15N y usarla en una
investigacién interesante de un problema. Este problema se presta muy bien para el trabajo
en equipo, dado que los estudiantes que trabajan en grupos pueden investigar rapidamente
otras combinaciones prometedoras de los ascensores. Basamos nuestros cdlculos en la
suposicion del peor caso, que el ascensor pare en cada uno de los pisos, y la suposicion del
mejor caso, que el ascensor esté lleno. Tenemos una solucién que no requiere que los
empleados alteren su horario de llegada de preferencia solo para tomar un ascensor especifico



entre 8:30 y 9:00. Después de las 9:00, todos los ascensores estan disponibles para ser usados

por todos.
ASCENSORES PISOS PERSONAS VIAJES TIEMPO/VIAJE TIEMPO TOTAL
SELECCIONADOS | TRANSPORTADAS REQUERIDOS (S) DE VIAIJE (S)
A&B 1,2,3 180 9 cada uno 100 900
C 4,5 120 12 105 1260

TABLA C.1: TIEMPO DE TRANSITO TOTAL CON ASCENSOR C ASIGNADO A PISOS 4 Y 5

ASCENSORES PISOS PERSONAS VIAJES TIEMPO/VIAJE TIEMPO TOTAL
SELECCIONADOS | TRANSPORTADAS REQUERIDOS (S) DE VIAJE (S)
A 1,2 120 12 75 900
B&C 3,4,5 180 9 cada uno 120 1080

TABLA C.2: TIEMPO DE TRANSITO TOTAL CON ASCENSOR A ASIGNADO A PISOS 1Y 2

Ahora que los estudiantes saben cémo funciona el problema, pueden incluir detalles como
tener un promedio de 9 trabajadores por viaje, considerar viajes que, solo por suerte, no paran
en cada piso, u otros componentes mas realistas. Consideraremos algunas variaciones de
nuestras suposiciones mas tarde.

PRESENTAR EL PROBLEMA

El problema como esta descrito hasta el momento, ha sido disefiado para estudiantes nuevos
en la modelacion. Este problema sirve bien como una primera aventura, por lo que una
conversacion con toda la clase para preparar el escenario y apoyar el desarrollo de las

suposiciones es de gran ayuda para conducir a los estudiantes por una ruta razonable.

Como se menciona en Manejando por Combustible, hacer cuestionamientos especificos
puede ayudar al estudiante a centrarse en los asuntos importantes. La meta al realizar estas
preguntas no es decir a los estudiantes qué hacer, sino generar preguntas que, a medida que
los estudiantes las reflexionen y discutan, enfaticen las cuestiones importantes para ellos. Es
una forma de gradacion. Por ejemplo, la lista de preguntas que se presenta a continuacién ha
sido usada en una discusion de clase con estudiantes de Introduccion al Cadlculoinvolucrados
en esta version simple del Problema del Ascensorcomo su primera experiencia de
modelacion matematica. La meta de este interrogatorio es hacer que los estudiantes piensen y
lleguen alas consideraciones importantes que deben ser abordadas en el modelo. Es necesario
que estas preguntas no sean excesivamente dirigidas.
- En algunos edificios, todos los ascensores pueden viajar a todos los pisos, mientras que,
en otros, los ascensores estan restringidos a parar solamente en ciertos pisos. ¢Por qué?

- ¢Cuadleslaventaja de tener ascensores que viajen solamente entre algunos pisos?



- Supon que es un dia feriado y solo 5 personas van a trabajar hoy. Cada persona trabaja en
un piso diferente, y todos usaran el mismo ascensor. {Cuanto tiempo tomara para que
cada uno llegue al trabajo?

- Ahora, sup6n que 5 personas van a trabajar y que no todas trabajan en pisos diferentes.
écuanto les tomard a todos llegar al trabajo?

- ¢Por qué ladltima pregunta es mas dificil de responder que la pregunta anterior? éQué

suposiciones necesitaras hacer para simplificar el problema?

Estas preguntas pueden convencer alos estudiantes de hacer algunas suposiciones

razonables y simplificadas sobre cdmo los ascensores se ocupan en la planta baja. Las

suposiciones tipicas de los estudiantes incluyen:

- Habra 10 personas esperando por el ascensor en la planta baja y el ascensor estaralleno a
su capacidad, que de hecho es de 10 personas, durante cada viaje.

- Siunascensor puede ir a un piso, entonces ira a ese piso durante cada viaje.

- Nadie usalas escaleras.

- Nadie usa el ascensor para bajar durante este periodo de tiempo, o silo hacen, no impacta
el tiempo en el que el ascensor realiza su viaje.

- Laspuertas del ascensor no tienen que reabrirse en ninguno de los pisos.

Estas son suposiciones usadas en la solucion basica presentada anteriormente. Las primeras
dos pareceran poco realistas para los estudiantes, pero la meta de una suposicion es
simplificar el problema a una forma manejable, dadas las habilidades de los estudiantes.
Ambas suposiciones pueden ser modificadas una vez que el problema inicial simplificado
haya sido resuelto. Esto es un asunto dificil para algunos estudiantes. Como un estudiante
dijo en su evaluacion del problema, “Es dificil para nosotros dejar ir los detalles.” Los
estudiantes pueden sentir inicialmente como si hacer suposiciones fuera hacer trampa de
alguna forma. Una vez que hayan pasado un ciclo de modelacion y que vean que pueden
regresar a sus suposiciones y modificarlas para hacerlas mas realistas, aceptaran que las

buenas suposiciones pueden ser poco realistas en el primer intento.

Después de que se llega a un acuerdo sobre las suposiciones basicas, se pueden realizar

cuestionamientos nuevos que den que pensar.

- Sitodoslos ascensores van a todos los pisos, écuanto tiempo les tomara a todos llegar a su
trabajo?

- Si 80 personas llegaron tarde usando los ascensores sin restricciones, éa qué hora,

aproximadamente, los empleados empezaron allegar ala planta baja?

Una vez que esta tltima pregunta sea contestada, los estudiantes tienen un objetivo para la

tarea. Comenzando con la misma hora de llegada, los estudiantes necesitan reducir el tiempo

total para llevar a todos al piso correspondiente, en la misma cantidad de tiempo que les lleva

alos 80 empleados que llegan tarde alcanzar su destino.

- Reasignalos ascensores para transportar a los empleados a sus oficinas tan rapido como
sea posible. {Qué arreglo produce el tiempo mas corto? Si este arreglo hubiera sido usado
hoy, étodos hubieran llegado a su piso a tiempo?

Una vez completado, los estudiantes pueden ser dirigidos a reflexionar sobre su trabajoy a

comentar sobre las estrategias que usaron y que pueden ser aplicadas en futuras aventuras de

modelacién matematica.



Ejemplos incluyen:

- Usamos un caso simple para entender la estructura del problema.

- Dibujamos un diagrama para ayudarnos a visualizar el escenario.

- Pensamos sobre qué hacia dificil el problema para ayudarnos a realizar suposiciones
simplificadas.

- Consideramos el peor caso, por ejemplo, si un ascensor puede ir a un piso, ira a ese piso, y
lo resolvimos en lugar de tratar de pensar en todas las distintas posibilidades.

- Encontramos una soluciéon que funcionaba, después la modificamos para ver como
podiamos mejorarla.

- Tuvimos que asegurarnos de que nuestra solucion fuera realista. Algunas veces, lo

“matematicamente dptimo” no lo es en el mundo real.

Este ultimo comentario concerniente a las soluciones matematicamente 6ptimas es
importante. Los estudiantes pueden ver facilmente que si hacen que los trabajadores en un
piso lleguen a una hora especifica y que usen el mismo ascensor, de modo que solo se haga una
parada, seria mas eficiente. Pueden crear un resultado mucho mejor que el que se describe

anteriormente, pero esa solucidon no funcionaria bien en el mundo real.

Como se ha mencionado antes, cada docente puede determinar qué tan dificil debe ser el
problema y qué tanto quiere que sus estudiantes se adentren al problema, basandose en sus
metas para la actividad. Un atributo de los buenos problemas de modelacion es que pueden
ser extendidos en diversas direcciones silos estudiantes tienen las matematicas necesarias en
su experiencia. Existen variaciones de este problema que pueden ser usadas exitosamente con
estudiantes de Algebra I hasta estudiantes de Postcalculo, en AP Statistics!.

SEGUNDA ITERACION Y MEJORAMIENTO DEL MODELO

La suposicion del ascensor lleno puede ser cierta al final del proceso cuando todos estan
ansiosos por llegar al trabajo, pero puede que no sea cierta al comienzo de éste. Suponga que,
en promedio, hay sélo 9 trabajadores usando cada ascensor. En este caso, se requieren un par
de viajes mas. Este es un cambio facil de hacer, ahora que sabemos como funciona el proceso:

El tiempo total del viaje todavia estd dado por
T =25+5(10) +5 (15) = 150 segundos por viaje

Ahora habra dos ascensores que hacen 11 viajes y uno que hace 12 con sélo algunos
trabajadores en el dltimo viaje (ver Figuras C.3 y C.4). Los estudiantes pueden decidir ignorar
el altimo viaje. Si podemos reducir el numero de empleados que llegan tarde de 60 a4 0 5, en
esencia hemos resuelto el problema. Es probable que la administracion no esté muy
preocupada con algunos trabajadores que lleguen algunos minutos después de las 9:00. Al
usar la férmula que se cred anteriormente, los estudiantes encuentran que los 11 viajes toman
1650 segundos (27.5 minutos) y que el ultimo ascensor termina su viaje en 30 minutos. Dado
que 60 trabajadores llegaron tarde, esto se traduce en tres viajes o0 450 segundos. Nuestro
nuevo objetivo son 1200 segundos.

La solucion con un ascensor que vaya a los pisos 1y 2 y los otros a los pisos 3, 4 y 5 continua
funcionando en este escenario. Si reducimos el niumero promedio a 8 por viaje, entonces

! Cursos avanzados de estadistica a nivel universitario que se dan en media superior en Estados Unidos.



tenemos 12 0 13 viajes por ascensor (Ver figura C.5). El tiempo para estos viajes es entre 30y

33 minutos. Nuestro nuevo objetivo es alrededor de 24 minutos o 1440 segundos.

ASCENSORES PISOS PERSONAS VIAJES TIEMPO/VIAJE TIEMPO TOTAL
SELECCIONADOS | TRANSPORTADAS REQUERIDOS (S) DE VIAJE (S)
A&B 1,2,3 180 10 cada uno 100 1000
C 4,5 120 14 105 1470

TABLA C.3: TIEMPO DE TRANSITO TOTAL CON ASCENSOR C ASIGNADO A PISOS 4 Y 5

ASCENSORES PISOS PERSONAS VIAJES TIEMPO/VIAJE TIEMPO TOTAL
SELECCIONADOS | TRANSPORTADAS REQUERIDOS (S) DE VIAIE (S)
A 1,2 120 12 75 900
B&C 3,4,5 180 9 cada uno 120 1080

TABLA C.4: TIEMPO DE TRANSITO TOTAL CON ASCENSOR A ASIGNADO A PISOS 1Y 2

ASCENSORES PISOS PERSONAS VIAJES TIEMPO/VIAJE TIEMPO TOTAL
SELECCIONADOS | TRANSPORTADAS REQUERIDOS (S) DE VIAJE (S)
A 1,2 120 15 75 1125
B&C 3,4,5 180 12 cada uno 120 1440

TABLA C.5: TIEMPO DE TRANSITO TOTAL CON ASCENSOR A ASIGNADO A PISOS 1Y 2

Apenas lo logramos. Si el promedio se redujera a 7 por viaje, que es un niumero pequefio y poco

realista, entonces nuestra solucidon no funcionaria (pero tal vez otra variacion, si). Al

recalcular con nueve y después ocho pasajeros por viaje, estamos probando la sensibilidad de

nuestro modelo a la suposicion de que cada ascensor esta lleno. En este caso, siempre y

cuando haya al menos 8 pasajeros en promedio por viaje, nuestra solucion funcionaria.

Decimos que nuestro modelo es bastante insensible a cambios en esta suposicion.

TERCERA ITERACION Y PROBABILIDAD

6Qué tan realista es nuestra suposicion del peor caso, que un ascensor vaya a cada piso
posible? Por ejemplo, équé tan probable es que un ascensor con 10 pasajeros no lleve ninguno
de los 60 empleados que trabajan en el quinto piso?

Dado que todos los pisos tienen el mismo nimero de trabajadores y, por ende, la posibilidad
de su presencia en el ascensor es la misma, los estudiantes pueden simular con facilidad esta
probabilidad en sus calculadoras. Si cada estudiante usa el comando de nimeros enteros
aleatorios para crear 10 enteros aleatorios del 1 al 5 (randInt (1,5,10) en la calculadora TI-84),



pueden simular los pisos a los que los 10 trabajadores de un ascensor iran. Si analizan los 10
enteros obtenidos con su calculadora para determinar la frecuencia con la que ninguno de
estos es un 5, repiten el proceso 20 veces y analizan los resultados, veran que en
aproximadamente 1 de 10 viajes no hay personas que vayan hasta el quinto piso. Asi que, en
lugar de 150 segundos, este viaje tomara sdlo cerca de 125. Dado que hay numeros iguales de

empleados en cada piso, los resultados para cada piso son similares.

Silos estudiantes han estudiado probabilidad, podrian hacer una aproximacion binomial
consistente con la simulacion de nimeros enteros aleatorios al calcular la probabilidad de que

10 trabajadores en un ascensor provengan solo de los pisos 1 a 4, de la siguiente forma
(4/5)1° ~ 0.107.

Si han estudiado combinaciones, podrian calcular la probabilidad real como

Al usar simulaciones o calculos, los estudiantes pueden esperar que, de los 10 viajes que hace
un ascensor, uno de ellos vaya solamente a los primeros 4 pisos y tome sélo 125 segundos. De
forma similar, encontramos que para cada piso, del primero al cuarto, 10% de los transitos no
se detienen en ese piso. Cada uno de estos transitos tomaria 135 segundos. Este analisis
tampoco esta del todo bien, dado que solo aplica al primer viaje del ascensor. Una vez que el
viaje esta hecho, el nimero de trabajadores que va a cada piso cambia. Pero esto da una

aproximacion razonable que puede ser ttil.

Los estudiantes mas avanzados pueden también considerar si algunos del 10% de los transitos
que no se detienen en el piso 5, tampoco lo hace en el cuarto piso. Las simulaciones mostraran
que, en 10 viajes, esto pasa tan raramente que no necesita ser considerado. La probabilidad de

que un ascensor con 10 personas no lleve a nadie tanto del cuarto como del quinto piso es

(11800) (1(2)0)

( 31000 )

Esto significa que esperariamos que, de 10 viajes, ninguno se saltara 2 pisos.

~ 0.005

De hecho, todas las combinaciones de 2 pisos tienen la misma probabilidad, dado que todos
los pisos tienen el mismo nimero de personas. Las combinaciones de tres pisos son ain mas
improbables. En 10 viajes, es razonable pensar que algo del transito del ascensor se saltara un
piso, pero ninguno se saltara mas de uno. De estos 10 viajes, esperamos que 5 vayan a todos los
pisos, mientras que el resto se salte uno. Asi que, un tiempo de viaje esperado total mas
realista es 5 (150) + 1 (125) + 4 (135) = 1415 segundos, o sélo cerca de 23.5 minutos. Cada uno de
los 30 viajes de ascensor tiene un tiempo esperado de viaje de 142 segundos, por lo que los tres
viajes finales aiin requieren una reduccion de cerca de 7 minutos. Esto no difiere mucho del



primer analisis. Tener un nimero desigual de empleados en los pisos incrementa la
importancia de las consideraciones probabilisticas y puede ser trabajado por modeladores

mas expertos o estudiantes mas avanzados.

Al usar los dos escenarios de muestra de nuestro primer modelo, podemos incorporar la
probabilidad de saltarnos un piso designado. Si un ascensor va a solo tres pisos, llevando 90
usuarios, entonces las simulaciones muestran que la probabilidad de que se salte un piso es
sOlo de 1 en cada 100 viajes. Dado que cada ascensor solo hace 9 viajes, es poco probable que
ocurra. Para cada ascensor que se detenga solo en dos pisos, la probabilidad de saltar un piso
es insignificante. El resultado es que los tiempos de viaje esperado son los mismos, pero
nuestro objetivo se ha vuelto un poco mas pequefio. Siempre y cuando haya nimeros iguales
de trabajadores en cada piso, no perdemos mucho en nuestro modelo al considerar el tiempo
de viaje en el peor caso. En muchos edificios de oficina, los pisos superiores tienen oficinas
mas grandes y salas de juntas, por lo que pocos empleados trabajan ahi. En estos edificios, es

bastante comtin que los ascensores no viajen a todos los pisos.

En muchos casos, estas consideraciones de probabilidad estan mucho mas alla de las
habilidades de los estudiantes y el interés del docente. Sin embargo, es una buena aplicacion
de probabilidad, ya sea a través de la simulacion o del calculo para estudiantes en clases que
consideren modelos de probabilidad.

CUARTA ITERACION, SI SE DESEA

Como se sefial6 anteriormente, el problema puede ser terminado con facilidad después del
primer modelo. Los modeladores més experimentados deben considerar probar la suposicion
de que el ascensor siempre va lleno y hacer algunas simulaciones para obtener un tiempo de
viaje mds realista. Silos estudiantes han hecho ambas, deben considerar combinar el
promedio de 9 por viaje con el nimero esperado de pisos no visitados para producir un
modelo final que capture mas de la realidad de la situacion de lo que se logré en el primer
modelo. La decision de qué tan lejos llevar un proyecto de modelacion descansa en el docente
y en las metas del proyecto. El problema sirve bien como experiencia de modelacion, pero
puede ser usado para introducir simulaciones probabilisticas o como una oportunidad de
usarlas si ya han sido aprendidas anteriormente.

VARIACIONES ADICIONALES AL PROBLEMA PARA ESTUDIANTES MAS
AVANZADOS/EXPERIMENTADOS

Los docentes pueden incrementar o disminuir la dificultad del problema al cambiar el
numero de ascensores o de pisos. Tener poblaciones desiguales en los pisos incrementa
significativamente el reto que se ofrece en este problema. Afiadir una constriccion temporal
para cuando las puertas tienen que reabrirse cuando el ascensor se encuentra abarrotado
cambia el tiempo de la ecuacion. Los estudiantes necesitan determinar en qué situaciones la
puerta serd, probablemente, reabierta.

Para una clase avanzada, se sugieren las siguientes distribuciones de empleados:



MEMO #3

Para: Ti

De: Tu asistente

Re: Respuestas a tus preguntas

1. Parece que el ascensor toma 4 segundos entre cada piso, unos 10 segundos extra en
cada parada, y otros 5 segundos si las puertas tienen que reabrirse. El ascensor
también tarda alrededor de 15 segundos en llenarse en la planta baja.

2. El nimero de trabajadores en cada piso son:

PISO

PB | 1° [2° |3° [4° |5 |6°

NUMERO

0 80 (80 |40 |80 | 20 | 20

3. Alrededor de 70 personas llegaron tarde hoy.

EL PROBLEMA
DEL MOSQUITO
QUIRONOMIDO

En este escenario, habra 32 viajes de ascensor si todos estan llenos. Claramente, con solo 20
empleados en los pisos 5y 6, no todos pararan en cada piso. En este escenario, los calculos de
probabilidad son esenciales. También, con un nimero diferente de trabajadores en los pisos y
con la adicidn de un sexto piso, existen mas combinaciones de viajes de ascensor a ser
consideradas por los estudiantes. Otra variacion es afiadir un cuarto ascensor para

incrementar, una vez mas, el nimero de opciones que deben ser consideradas.

En este problema, ilustramos varias repeticiones dentro de un solo ciclo de modelacion.
Aunque es importante que los estudiantes que inician en la modelacion trabajen con
componentes del ciclo mas cortos y pequefios para desarrollar sus habilidades, tener

experiencia con los aspectos iterativos de la modelacidn es esencial.

En este problema los estudiantes necesitan encontrar una forma para distinguir dos especies
diferentes de insectos que pican, basandose en las longitudes de sus alas y antenas. En este
ejemplo, los pasos en el ciclo de modelacion son resaltados para ilustrar el ir y venir entre
componentes del ciclo a medida que los estudiantes crean, evalian y mejoran sus modelos.
Una de las caracteristicas distintivas del ciclo de modelacion, que lo separa de la mayoria de
las actividades matematicas con las que los estudiantes estan familiarizados, es el proceso
iterativo de mejorar y refinar el modelo. En gran parte de sus experiencias matematicas
pasadas, una vez que la solucion es encontrada, ésta es o correcta o incorrecta, y de cualquier
forma, el problema esta terminado. En la modelacion matematica, cada solucion genera una

nueva posicion de inicio para empezar de nuevo y mejorar sobre la solucion previa.



En 1981, dos variedades de pequeiios insectos que pican llamados mosquitos
quironomidos fueron descubiertos por los bidlogos W. L. Grogan y W. W. Wirth en las
junglas de Brasil. Nombraron a un tipo de quironémido Apfy al otro, Af. Los bidlogos
descubrieron que el quironémido Apf es portador de una enfermedad debilitante que
ocasiona inflamacidn cerebral cuando los humanos son picados por un mosquito
infectado. Aunque la enfermedad es raramente fatal, la discapacidad causada por la
inflamaciéon puede ser permanente. La otra forma de quironémido, el Af, es inofensivo.
En un esfuerzo por distinguir las dos variedades, los biélogos tomaron medidas de los
mosquitos que capturaron. Las dos medidas que pudieron obtenerse con mas facilidad
fueron la longitud de sus alas y antenas, ambas medidas en centimetros.

MOSQUITOS QUIRONOMIDOS AF

LONGITUD 1.72 164 174 170 1.82 182 190 1.82 2.08
DEL ALA

LONGITUD 1.24 138 136 140 1.38 148 138 1.54 156
DELA
ANTENA

MOSQUITOS QUIRONOMIDOS APF

LONGITUD 1.78 1.86 196 2.00 2.00 1.96
DEL ALA

LONGITUD 1.14 120 130 1.26 1.28 1.18
DELA
ANTENA

(Es posible distinguir un mosquito AF de un ApF con base en la longitud del alay de la
antena?

Si es asi, usa tu método para clasificar tres nuevos mosquitos quironémidos con
longitudes de ala y antena de (1.80, 1.24), (1.84, 1.28) y (2.04, 1.40).

PROBLEMA C.2: EL PROBLEMA DEL MOSQUITO QUIRONOMIDO

IDENTIFICAR Y ESPECIFICAR EL PROBLEMA A RESOLVER

Nuestra meta es encontrar una forma simple pero efectiva de distinguir un mosquito
peligroso Apfde un inofensivo A% usando las medidas de la antena y el ala como base para la
decision. Una vez que hayamos decidido un método, lo aplicamos para clasificar a los tres

nuevos mosquitos.

Un lugar natural para empezar es pensar en las suposiciones bajo las cuales construimos
nuestro modelo. Por ejemplo, los 15 mosquitos mostrados en la tabla deben ser, de alguna

forma, representativos de su especie. Si no, ninguna cantidad de matematicas puede llevar a



conclusiones ttiles. Hacer lluvia de ideas sobre estos cuestionamientos debe resultar en una
primera ronda de suposiciones para el modelo. Mas suposiciones pueden ser afiadidas
después, a medida que se gane conocimiento y, con suerte, algunas podrian ser eliminadas a
medida que el modelo mejora. En el Problema del Mosquito Quironomido, équé otros
atributos deben estar presentes para que los datos sean ttiles?

HACER SUPOSICIONES APROPIADAS Y DEFINIR LAS VARIABLES
ESENCIALES
Suposiciones

- Sup6n que los mosquitos capturados son representativos de su clasificacion y que
pueden ser considerados una muestra aleatoria de mosquitos. Necesitamos hacer esta
suposicion para que nuestro modelo sea ttil durante el proceso de clasificacion.

- Todos los mosquitos son Afo Apf, no hay un tercer tipo de mosquito a ser considerado.
Esta suposicion nos asegura que los tres mosquitos desconocidos seran de uno de los dos
tipos.

- Sup6n que ningtn tipo de mosquito es o proclive o adverso a ser atrapado, de modo que
las proporciones de captura son representativas de sus proporciones relativas en la
naturaleza. Esto nos permite pensar criticamente sobre el nimero mas grande de
mosquitos Afcapturados y decidir si debemos favorecer a los mosquitos Afdebido a su
prevalencia observada.

- Las clasificaciones de los mosquitos capturados son correctas, es decir, ninguno ha sido
clasificado erroneamente. Obviamente, si uno o mas de los mosquitos capturados ha sido

clasificado incorrectamente, nuestro modelo continuara con ese error.

Al observar los datos y los diagramas provenientes de estos, équé, en todo caso, llama tu
atencion o curiosidad? ¢éQué aspectos pueden ser ttiles al desarrollar el modelo? Empiece

observando algunos diagramas de los datos.

A partir de diagramas de dispersion de los dos conjuntos de datos bivariados, notamos que el
mosquito Af tiene, en general, alas mas pequeiias y antenas mas largas que el mosquito Apf.
Ademas, hay una mayor variabilidad en las longitudes medidas de los mosquitos A7 lo que
puede ser util. Finalmente, todos los datos observados terminan en un digito par. Esto es
curioso, pero no es obvio qué es lo que significa. {Podemos usar algunas o todas estas
observaciones para captar algunas distinciones importantes entre las especies? Si es asi,

écomo podemos expresar estas observaciones en formas matematicas ttiles?

Notamos en el diagrama de dispersion que, en ambas especies de mosquitos, las longitudes de
las alas y antenas estan relacionadas razonablemente de forma lineal. Debemos entonces
asumir que la relacion se extiende mas alla de los datos observados, hasta las poblaciones. Si

es asi, podemos usar modelos lineales para ayudar en la clasificacion.
- Supdn que larelacion lineal observada entre la longitud del ala y 1a de la antena para

ambas especies puede ser extendida a otros individuos de su especie. Esta suposicion nos

permite hacer predicciones mas alld de los datos observados.



LONGITUD DE LA ANTENA (cm)

LONGITUD DEL ALA (cm)

FIGURA C.3: DIAGRAMA DE DISPERSION DE LOS DOS CONJUNTOS DE DATOS

HACER LAS CALCULOS: OBTENER UNA SOLUCION

En el diagrama de la Figura C.3, podemos observar que hay una region entre los dos conjuntos
de datos. Parece razonable pensar que podemos definir un limite que separe las dos especies.
Pero ¢donde debe ser ubicado y qué razonamiento usamos para decidir donde lo colocamos?

Podemos ajustar una linea de minimos cuadrados a cada conjunto de datos, usando Longitud
del Alacomo variable independiente y Longitud de la Antenacomo variable dependiente. El
ajuste de linea de minimos cuadrados de mosquitos Af es y=0.479x + 0.549, mientras que
para Apfes y=0.558x + 0.151.

La mejor forma de determinar si un modelo lineal es apropiado para un conjunto dado de
datos es observar la grafica de residuos, que es un diagrama de dispersion de la diferencia
entre el valor real observado de la Longitud de la Antenay aquellos estimados por la ecuacion
lineal. Asi que, para los mosquitos A£ graficamos los datos indicados en la grafica de residuos
(Figura C.5)

Sila grafica de residuos muestra una dispersion aleatoria, entonces el modelo es considerado
como apropiado para los datos. Si el modelo lineal captura la esencia de la tendencia o patron
de los datos, entonces los residuos, que son lo que queda cuando la tendencia es removida,
deben ser “ruido” aleatorio. La dispersion aleatoria de las graficas de residuos en la Figura C.6

indica que el modelo lineal es plausible para cada especie.

ANALIZAR Y EVALUAR EL MODELO Y LA SOLUCION

Hemos creado modelos lineales para cada especie de mosquito. 6Cémo podemos usar estos
dos modelos lineales para clasificar las dos especies de mosquitos? Un enfoque comun para
los estudiantes es “promediar” las dos ecuaciones lineales para crear el punto medio entre
ellas, lo cual divide la regidn en dos. Parece ser algo natural de hacer con las dos lineas, pero
los estudiantes casi nunca promedian las ecuaciones.
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FIGURA C.4: AJUSTE DE LINEAS DE MINIMOS CUADRADOS PARA CADA CONJUNTO DE DATOS
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HACER LOS CALCULOS: OBTENER UNA SOLUCION

Para encontrar lalinea media entre estas dos lineas, simplemente suma las dos ecuaciones y
divide entre dos. El limite determinado de esta forma es y= 0.5185x + 0.350. Cualquier
mosquito por debajo de esta linea podria ser considerado un mosquito Apf mientras que
cualquier mosquito por encima de la linea seria considerado un mosquito A£

LONGITUD DE LA ANTENA (cm)

LONGITUD DEL ALA (cm)

FIGURA C.7: LINEA MEDIA DE LOS MINIMOS CUADRADOS.

Larecta creada por lalinea media de estos dos modelos de regresion es deficiente, dado que
clasifica incorrectamente a un mosquito Afcomo Apf Hemos asumido que todos los
mosquitos conocidos estaban correctamente clasificados, asi que necesitamos abordar este
problema.

Si hubiéramos intentado encontrar un limite seguro entre las especies, podriamos
argumentar que esta clasificacién errénea fue un precio razonable a pagar por la seguridad
afiadida. Todos los mosquitos peligrosos han sido detectados, lo que puede ser el componente
mas importante. Sin embargo, nuestro problema era encontrar una forma para distinguir las
dos especies, no encontrar un limite que mantenga seguros a los bidlogos. Asi que,
necesitamos revisar nuestro enfoque.

Los estudiantes pueden hacer una correccion al modelo de la linea media, y= 0.5185x + 0.350.
Ellos pueden argumentar que, dado que hay mas mosquitos Af que Apf en la coleccion, una
mayor parte de la region entre las lineas ajustadas y=0.479x + 0.549 (Af y, y= 0.558x + 0.151
(ApD debe ser asignada a la poblacién mas grande. Dado que Apf representa tres quintos de
los insectos capturados, debe recibir tres quintos del area. Un mejor enfoque seria ponderar la
combinacién lineal de acuerdo con la variabilidad de las dos muestras. Esta solucién en
cuanto al tamafio de muestra toma un enfoque diferente.

ITERAR SEGUN SEA NECESARIO PARA REFINAR Y EXTENDER EL
MODELO

Observando el diagrama de dispersion, notamos que el mosquito Apf tiende a tener alas
ligeramente mas largas y antenas ligeramente mas cortas que el mosquito Af Dicha
ocurrencia puede sugerir que larazon de la Longitud de la Antenay la Longitud del Alapuede
ser util.

@



Las razones de la Longitud de la Antenayla Longitud del Alason:

TABLA C.6: RAZONES DE LA LONGITUD DE LA ANTENA Y EL ALA

La figura C.8 muestra estas razones en una linea numérica.
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FIGURA C.8: LINEA NUMERICA CON LAS RAZONES DE LA LONGITUD DE LA ANTENA Y EL ALA

No existe superposicion entre estas razones. La razén mas pequefia de un mosquito Af es de
0.721 y la mds grande para un mosquito Apf es de 0.663. En algun punto del intervalo [0.663,
0.721] hay una delimitacion que puede ser usada de forma efectiva para distinguir las dos
especies de mosquito. éDonde debemos escoger? Si usamos el punto medio, 0.692, como se
muestra en la Figura C.9, tenemos un criterio de clasificacidon que evita el error de
clasificacion anterior. Si la razén de lalongitud de la antena y el ala es mayor a 0.692, se
considera al mosquito como AZ De lo contrario, se le considera Apf£ Los estudiantes pueden
escoger encontrar las medias o las medianas de este conjunto de razones y buscar el punto
medio de las medias o de las medianas en lugar de usar los valores extremos, como se muestra
aqui.

ANALIZAR Y EVALUAR EL MODELO Y LA SOLUCION
Si Antena/Ala=0.692, entonces Antena= 0.692 « Ala,y podemos ver el limite como una linea

en el plano.

El limite creado por el modelo de la razon en el Punto Medio clasifica a todos los mosquitos
conocidos de forma correcta, asi que es ciertamente una mejora. Muchos estudiantes estaran
satisfechos con la solucion y la usaran para clasificar a los tres mosquitos desconocidos. Sin
embargo, en la grafica anterior, parece que el limite es mas cercano a los mosquitos Afque a
los Apf Dada la amplia variacion entre los mosquitos Af esto sugiere que el modelo de la
razon en el Punto Mediono toma en cuenta de forma efectiva la diferente variabilidad de los
dos tipos de mosquitos que notamos anteriormente. Ahora tenemos un modelo funcional; tal
vez podamos mejorarlo.

Las mejoras que traten los estudiantes dependen de qué matematicas conocen. Si han
estudiado estadistica, tienen opciones que no estarian disponibles para los estudiantes que no
la han estudiado. Es muy posible que la solucién anterior sea el mejor modelo que los
estudiantes puedan crear. La siguiente variacion asume algo de experiencia con modelos
estadisticos.

®



Donde A = Antenay W = Ala

LONGITUD DE LA ANTENA (cm)

LONGITUD DEL ALA (cm)

FIGURA C.9: LA RAZON DEL PUNTO MEDIO.

REPETIR CUANTO SEA NECESARIO PARA REFINAR Y EXTENDER EL
MODELO

Un modelo modificado de la razon: el enfoque de la puntuacion Z, Con la tecnologia, los
estudiantes pueden facilmente calcular la media y la desviacion estandar de los dos conjuntos
de razones. Para los mosquitos A£ la media de la razén es 0.785 y la desviacion estandar es
0.048, mientras que para las razones Apf'la media es 0.637 y la desviacion estandar es 0.020.
Notamos que las razones Af estan mas dispersos que las de Apf Podemos estandarizar las
razones al transformarlas en sus correspondientes puntuaciones Z. Una puntuacion tipificada
es calculada como

observacion — media

z = . 7
desviacion estandar

Esta es una medida de distancia de la observacién de la media, medida en unidades de
desviacion estandar. Entre mas grande, o pequeria para valores Znegativos, sea la puntuacion
tipificada, mas distante de la media se encuentra la observacion. Dado que la puntuacion Z
esta basada en la desviacion estandar, podemos incluir las diferencias observadas en la

variabilidad entre las dos especies de mosquitos al comparar sus puntuaciones tipificadas.

Nota: dado que no sabemos nada sobre la normalidad de las distribuciones, no podemos
realizar ninguna afirmacion acerca de las probabilidades, pero podemos hacer
comparaciones. Un mosquito Af con una razon de 0.05 unidades menos que el promedio

tiene una puntuacion Z de

_ —0.05

Z= 5048 " -1.04

Y estd a un poco mas de una desviacion estandar de la media. Un mosquito Apf con una razén
de 0.04 por encima del promedio para estos mosquitos tiene una puntuacion tipificada de

_0.04 _
T 0.02°

®
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Asi que incluso si las razones de los mosquitos Apf estan mas cerca del promedio, es un

mosquito mas inusual para su especie ya que esta a dos desviaciones estandar de la media.

Los estudiantes que vienen de una experiencia matematica de una escuela secundaria que usa
los Estandares Estatales Comunes (CCSSM) pueden usar la desviacion media absoluta en
lugar de la desviacion estandar. La desviacion media absoluta para Af es 0.0368 y para Apf es
0.0137.

HACER SUPOSICIONES APROPIADAS Y DEFINIR LAS VARIABLES
ESENCIALES

Asi que, podemos definir una medida de rareza con la puntuacion tipificada, si dos mosquitos

tienen la misma puntuacion, entonces son igualmente raros para sus respectivas poblaciones.

HACER LOS CALCULOS: ENCONTRAR UNA SOLUCION

Considerar las puntuaciones tipificadas nos permite encontrar la razon, r*, para que las
puntuaciones sean iguales. Dos mosquitos que se encuentren en esta categoria son
considerados igual de raros en sus respectivas distribuciones. Al resolver

T+ —0.637 _ 0.785-7T%
002  0.048

Encontramos que r* = 0.6805. Nuestro modelo de razon sugiere que una razon Antena/Ala
mayor que 0.6805 debe ser clasificada como de un mosquito Af mientras que una razén
Antena/Alamenor que 0.6805 debe ser clasificada como de un mosquito Apf

ANALIZAR Y EVALUAR EL MODELO Y LA SOLUCION

Silarazon Antena/Ala= 0.692 es usada como una delimitacion en la linea numeérica, entonces
la ecuacion Antena=0.692 ¢ Alaes un limite equivalente en el plano. Si una observacion cae
en la delimitacion, por seguridad, lo clasificamos como Apf'y lo consideramos peligroso. Esta
delimitacion lineal parece ser una mejor opcion que la de larazon del punto medio (Figuras
C.10y C.11), dado que este nuevo limite reconoce y toma en cuenta la mayor variacion de la
poblacion Af

RAZONES APF RAZONES AF

FIGURA C.10: LIMITE UNIDIMENSIONAL r* = 0.6805




LONGITUD DE LA ANTENA (cm)

LONGITUD DEL ALA (cm)

FIGURA C.11: GRAFICA BIDIMENSIONAL, A = 0.6805 W, DONDE A = ANTENA Y W = ALA

ANALIZAR Y EVALUAR EL MODELO Y LA SOLUCION

Un método natural para probar el modelo es remover los valores de algunos mosquitos,
recalcular el limite de acuerdo con el proceso descrito y observar si el proceso clasifica
correctamente a los mosquitos que fueron eliminados. Si un método no clasifica de forma
precisa al mosquito eliminado, es, entonces, un poco débil. Si cada mosquito es quitado, uno a
lavez, y el limite es recalculado usando nuestro proceso equi-inusual con los mosquitos
restantes, en cada caso, el método predice con precision el tipo del mosquito que ha sido
eliminado. En cada caso, la pendiente de lalinea que define el limite cambia solo ligeramente.

IMPLEMENTAR EL MODELO Y REPORTAR LOS RESULTADOS

Usando el modelo Equi-Inusual de la Razdn, clasificaremos cualquier mosquito con una
razon antena,/ala mayor a 0.6805 como Af Aquellos con una razén menor a 0.6805 deben ser
considerados como Apf.

Con este limite podemos clasificar a los tres mosquitos desconocidos:

- Elmosquito desconocido (1.80,1.24) tiene una razén de 0.689 y es clasificado como Af
- Elmosquito desconocido (1.84,1.28) tiene una razdén de 0.696 y es clasificado como A£
- Elmosquito desconocido (2.04, 1.40) tiene una razon de 0.686 y es clasificado como A£

LONGITUD DE LA ANTENA (cm)

LONGITUD DEL ALA (cm)

FIGURA C.12: CLASIFICACION DE LOS TRES MOSQUITOS DESCONOCIDOS




DISTRIBUCION
JUSTA DE
FONDOS DE
APOYO PARA
SITUACIONES DE
DESASTRE

En cada iteracion del proceso de modelacion, un modelo fue desarrollado y evaluado. Han
sido afiadidas suposiciones que fueron usadas para refinar y mejorar el modelo donde fue
requerido. Algunos modelos fueron abandonados, mientras que otros fueron extendidos. El
ultimo modelo fue evaluado y, aunque tuvo limitaciones como todos los modelos, se encontro
que era satisfactorio y que puede servir hasta que mas informacion sea obtenida y el modelo

sea mejorado una vez mas.

INTRODUCCION

Por desgracia, los desastres naturales e industriales ocurren con alarmante regularidad. Hay
huracanes, sismos, inundaciones, tornados, accidentes industriales, accidentes aéreos, etc.
Estos eventos causan a los individuos la pérdida de propiedades, sufrimiento personal y a
veces, hasta la pérdida de vidas.

Tras una tormenta, como la de un huracan, gobiernos locales y nacionales, u organizaciones
privadas, pueden reservar un fondo de dinero, o ropa, tiendas, comida, etc., para ayudar a que
las personas o las comunidades afectadas por la tormenta reconstruyan o lidien con sus
pérdidas. Tipicamente, el fondo consiste en dinero apartado para aminorar el desastre. Sin
embargo, comtinmente el tamafio del fondo no es suficiente para cubrir todas las peticiones
legitimas que son hechas contra la suma de dinero asignado para tratar de aliviar el
sufrimiento.

SITUACION DE MODELACION GENERAL

Un desastre natural, por ejemplo, un huracan, ha causado grandes dafios en un area
localizada. Un fondo monetario especial de tamafio F ha sido creado para el beneficio de
aquellos que han sufrido pérdidas debido al desastre. Supon que peticiones honestas de
tamario Cj, Cs, ..., Gepor parte de los solicitantes 1, 2, ..., r han sido recibidas por el
administrador a cargo de distribuir el dinero del fondo especial. Se usan niimeros para indicar
los nombres de los solicitantes y C;es la cantidad requerida por el solicitante i.
Desafortunadamente, el monto total de las peticiones es mayor que la cantidad disponible
para cubrir las peticiones, asi que Cr+ Ca,+...+G > F.

Tarea: Crea un sistema justo para que el administrador del fondo distribuya la cantidad #

alos solicitantes

Nota:Una variedad de casos especificos para este tipo de problema se dan en la siguiente
seccion. Estos casos no solo pondran a prueba tu tentativa de tratar a los solicitantes
justamente, sino que probaran tu capacidad de desarrollar un modelo con peticiones de

valores especificos.
Cuestiones para que tu, como modelador, tomes en cuenta:

- Lossolicitantes en diferentes escenarios pueden ser una sola persona, una familia o toda
una ciudad.

- Lossolicitantes pueden ser ricos o pobres o, si son ciudades, pueden estar relacionados a
diferentes dimensiones en términos de riqueza, prosperidad econdmica, area fisica o
poblacion.

- Eltamafio de las peticiones en los casos de prueba para tu modelo son enlistadas

meramente como nimeros. Por ende, no puedes decir a partir del nimero 6 si se trata de



USD 600,000 o 6 millones o0 60. {Tu perspectiva de lo que constituye justicia cambia con
una escala alterada de la cantidad de dinero implicado en las peticiones?

- Cuando se otorga ayuda del fondo a un solicitante i, al evaluar como valorar lo que el
solicitante ha recibido, éste puede pensar en términos de lo que ha recibido, por ejemplo,
ganancia, o puede prestar atencion a aquello que perdio. ¢La perspectiva de ganancia
versus pérdida en la forma en que las peticiones son resueltas cambia tu forma de pensar
sobrelo que es justo?

- ¢Puedes pensar en otras situaciones donde haya un bien divisible o “patrimonio” Py las
peticiones contra Pexcedan el valor de P? (Como estas otras situaciones se asemejan a la

distribucion de fondos de apoyo al desastre y como se diferencian?

CASOS PARA LOS ESTUDIANTES
La tinica informacién que tienes disponible es:
- Patrimonio P= 210 con 2 solicitantes:
> Asolicita 60
>  Bsolicita 210
Supon, que ahora P=40y que las peticiones son las mismas.

- Patrimonio =100 con cuatro peticiones:

> Asolicita 40

>  Bsolicita 40

>  Csolicita 60

>  Dsolicita160

Supon, que ahora P=150, P= 210y P= 280y que las peticiones son las mismas en cada
caso.

- Patrimonio 2= 300 con cuatro peticiones
> Asolicital0
>  Bsolicita 20
>  Csolicita 30
> Dsolicita 440
Supon, que ahora P=40y P=400y que las peticiones son las mismas.

PARA LOS DOCENTES

Mostramos aqui algunas formas para conducir a los estudiantes hacia ciertas ideas usadas
pararesolver problemas de este tipo. Esta clase particular de problemas es conocida como
problemas de bancarrota. Una version de la resolucion de estas cuestiones es cuando una
firma se declara en bancarrota con un patrimonio remanente P, pero las demandas de los
acreedores en contra de estos bienes exceden 2. La razon por la que Pes con frecuencia usado
en problemas de bancarrota es que, en otros escenarios derivados de este problema, tenemos
un patrimonio Py las peticiones en contra de éste son mas grandes que la cantidad de dinero
disponible.

Patrimonio de entidades (Regla de ganancias igualitarias): Un enfoque puede ser a través
de la afirmacion de que cada solicitante debe ser tratado como una entidad y que solo debe
dividirse la cantidad Pequitativamente entre todos los solicitantes. Esteesel enfoque usado
al dar a cada estado de los EUA dos asientos en el Senado, sin importar qué tan grande o

pequefia sea su poblacion o su area. Cada estado es tratado equitativamente.

®



Sin embargo, este enfoque en algunas instancias particulares de los problemas de bancarrota
permite la posibilidad de que a un solicitante se le dé mas de lo que pide. Esto puede parecer
bien para algunos estudiantes, pero poco razonable para otros. Entonces, se puede modificar
laequidad de entidades para igualar lo que se le da a cada solicitante lo mejor posible, sin darle
aninguno de ellos mas de lo que esta pidiendo. Esta aproximacion de ganancias igualitarias
restringida fue sugerida por el filésofo andaluz Maimonides, (Espafia, 1138 - Egipto, 1204),
durante la Edad Media cuando los académicos Talmudicos trataban de resolver variados

problemas hipotéticos de bancarrota.

Enfrentandose con laidea de equidad de entidades desde el punto de vista de la ganancia, se
puede sugerir la division equitativa de la pérdida como una perspectiva alternativa. {Cual es la
pérdida colectiva de los solicitantes? La pérdida L = Solicitudes totales- P.Laforma enla que
las pérdidas son distribuidas entre los solicitantes puede llamar la atencién al hacer la

consideracion de si ha ocurrido un resultado justo.

La analogia a la regla de ganancias igualitarias sugiere que haya un método en el que cada
participante reciba cantidades iguales de pérdida. Esto, sin embargo, no siempre es posible sin
que algunos participantes sumen su propio dinero al patrimonio Py, asi como darles alas
personas mas de lo que piden sera rechazado por muchos, de igual forma lo sera pedirles a
algunos solicitantes que subsidien la compensacion. Sin embargo, asi como se puede tener un
enfoque de ganancias igualitarias como se menciona anteriormente, de igual forma se pueden
tener pérdidas igualitarias, sin necesidad de subsidiar, siendo este sistema también
mencionado por Maimdnides. Reiterando, la idea es igualar la pérdida tanto como sea posible
entre los solicitantes hasta que la cantidad Psea consumida y sin agrandar el patrimonio con

las contribuciones de los mismos solicitantes para alcanzar la equidad total de la pérdida.

Un aspecto atractivo del método que trata de pérdidas igualitarias de los solicitantes es que
lleva, de forma natural, al tema algebraico estandar de resolver dos ecuaciones con dos

incognitas.

Considere este problema:
Ejemplo1: Supo6nque P(bienesremanentes con los que se resuelven
peticiones) = USD 210
El solicitante A tiene una peticion verificada de USD 60
El solicitante Btiene una peticion verificada de USD 300

Sile damos a A, aunidades y a B, bunidades, tenemos las siguientes
ecuaciones:

a+ b=210

60-2a=300-b

Al despejarlas, encontramos que b=225y a=-15

iUps! éQué significa ese -15? La tnica forma de igualar la pérdida total es que 4 agregue USD
15 al patrimonio, por lo que la pérdida de A seria 60 +15 = 75, igual ala de B, 300 - 225 = 75.

Sino estamos satisfechos con este enfoque, podemos usar la regla de pérdidas igualitarias de
Maimonides, lo que significa que tratamos de hacer que las pérdidas de Ay Bsean tan
equitativas como sea posible. Por ende, sile damos a B las 210 unidades totales de P, hacemos
que la pérdida de 4 en este punto sea de 60 unidades y la de B de 90 unidades. Sin que 4



subsidie el valor de Pcon mas unidades, no hay forma de hacer que las pérdidas de ambos sean
iguales, por lo que la regla de pérdidas igualitarias de Maimodnides le da nada a A (0 unidades)
y todo a B(210 unidades).

Puede parecer como si al resolver los problemas de optimizacion restringida involucrados en
la pérdida y la ganancia igualitaria de Maimdnides, siempre se tuviera que trabajar con
ecuaciones o desigualdades al tratar de igualar pérdidas, como se indica arriba. Sin embargo,
hay un método visual y elegante que simplifica ampliamente el razonamiento de estos dos

métodos para abordar algoritmos de justicia en problemas de bancarrota.

Pensar en el patrimonio como un fluido homogéneo de color, azul en nuestros diagramas, y
las peticiones como contenedores de vidrio cuya altura son las mismas solicitudes.
Imaginamos que tenemos un sistema para llenar los contenedores que representa las
peticiones con el fluido, en el que el llenado se detiene cuando se alcanza el tope del

contenedor de una peticion.

El orden el que se enlistan los contenedores es, de alguna forma, un asunto de discrecion. Aqui
(Figura C.13) hemos llenado los contenedores de las peticiones equitativamente con una
pequeiia cantidad de fluido. Continuamos llenando los dos contenedores equitativamente
hasta que la peticidn mas pequefia sea completada, al alcanzar la altura del contenedor de la

peticion.

En este punto, (Figura C.14), hemos llenado ambos contenedores a una altura de 60. Dado
que hay dos contenedores llenados a esta altura, hemos usado 120 unidades del patrimonio,
representado como fluido. Asi que tenemos 210 - 120 = 90 unidades de fluido restante. Esto
nos permite continuar llenando el contenedor que representa la peticion de 300 hastala
altura de 150 (Figura C.15). Hemos usado el valor total de 2, dado que 150 + 60 = 210. Note que
los diagramas son simbdlicos y no tienen que ser métricamente precisos para realizar los

calculos aritméticos que resuelven el problema.

Los mismos contenedores pueden ser usados mentalmente para resolver problemas de
pérdidas igualitarias. Desafiando las leyes de la gravedad, necesitamos reducir la pérdida de la
peticion mas grande a la pérdida de la peticion que le sigue para tratar de igualarlas, si es
posible. En este ejemplo antigravitatorio, si empezamos llenando el contenedor de 300 desde
arriba, podemos poner 210 unidades de fluido, es decir todo el patrimonio, antes de llegar al
tope de la otra peticion, cuyo contenedor tiene una altura de 60. Por ende, para tratar de
igualar las peticiones, todo el patrimonio Pde 210 debe de ser dado a B, con O para el
solicitante A.



FIGURA C. 13: CANTIDADES FIGURA C.14: LA PETICION DE 60 FIGURA C.15: EL PATRIMONIO HA
HA SID TISFECHA. DISTRIBUIDO TAN EQUITATIVA-

PEQUENAS E IGUALES HAN

SIDO DISTRIBUIDAS A

MENTE COMO ES POSIBLE.

LOS DOS SOLICITANTES.

ENFOQUES PROPORCIONALES
Otro enfoque inventado frecuentemente por los estudiantes es el siguiente: asignar a cada
solicitante una cantidad proporcional al tamafio de su peticion.

De hecho, laidea de este enfoque es a veces provocada debido a que, cuando se discute cémo el
Senado de los EUA trata a todos los estados por igual, surge en los estudiantes laidea de que se
les dé alos estados un niumero de puestos proporcional a su poblacion en la Cimara de
Representantes. Dado que a los estados no se les puede asignar una fraccion de puesto, el
problema de la equidad al disefiar una forma justa de dar puestos a los estados en la Camara
de Representantes tiene diferentes ramificaciones comparado con el problema de bancarrota
y es conocido como problema de prorrateo. El problema del prorrateo de la Cimara de
Representantes tiene el requerimiento constitucional adicional de que cada estado tenga al
menos un puesto. Hay otros problemas de prorrateo interesantes, por ejemplo, al asignar
puestos para los partidos en los parlamentos europeos en proporcion a los votos que estos
tengan en las elecciones. Para los problemas de bancarrota, hay métodos donde el solicitante
no recibe ninguna parte de 2.

En vista de la discusién anterior, se puede también asignar a cada solicitante una cantidad
calculada distribuyendo, primeramente, la pérdida total de manera proporcional, basandose
en las peticiones y después, dando a los solicitantes lo que se merecen a partir de esta
perspectiva. Al usar un poco de algebra, es posible ver que estos dos enfoques aparentemente
diferentes dan, de hecho, a cada solicitante, la misma cantidad de P.

Existen otros dos enfoques para el método proporcional de asignacion de partes de P alos
solicitantes. Uno de estos estd basado en la siguiente idea. Dado que P no es suficiente para
compensar a los solicitantes, épor qué no invertir el patrimonio P hasta que éste crezca al
total solicitado con la tasa de interés actual, para después distribuir las cantidades necesarias
para compensar a los solicitantes? Sin embargo, esto implicaria que los solicitantes tengan



que esperar tal vez mucho tiempo por su dinero. Asi que, después de calcular la cantidad de
tiempo que le toma a Pcrecer hasta la cantidad total solicitada, se calcula el valor presente de
aquellas peticiones futuras. No es dificil ver que estos valores presentes asignarian a cada

solicitante una solucion proporcional.

Otra forma de ver la solucion proporcional seria decir que, dado que no podemos compensar a
los solicitantes en su totalidad, équé tal sile damos a cada solicitante cunidades por cada
unidad de reclamacion que haya solicitado, donde c¢sea menor que una unidad de
reclamacion? Esto puede ser razonado como darle a cada solicitante ccentavos por cada délar
de una peticion monetaria. No es dificil de ver, usando un poco de algebra, que este enfoque

también da lugar a una solucion proporcional.

Note que cuando la proporcionalidad es usada, a ningin solicitante se le danunca el total de
su peticion. Sin embargo, con algunos de los métodos de justicia mencionados anteriormente,
algunos solicitantes obtendrian todo lo que solicitan y otros no. Esto molesta a algunas

personas, pero otras sienten que es lo que la justicia requiere.

Resumiendo, hemos observado hasta ahora 6 formas diferentes de razonar la solucion de los
problemas de bancarrota:

- Equidad de entidades para ganancia

- Equidad de entidades para pérdida

- Ganancia de Maimonides (ganancias igualitarias)

- Pérdida de Maimonides (pérdidas igualitarias)

- Ganancias proporcionales

- Pérdidas proporcionales
iPero existen otras ideas!

Suponga que se escoge un orden de peticiones de forma aleatoria y, por lo tanto, sin dar

ninguna ventaja a ningun solicitante, y se distribuye la cantidad Pcomo sigue.

- Empezando con la primera peticion de la ordenacion, se le da a ese solicitante todo lo que
pide o, si excede la cantidad P, se le datodo P.

- Sihaymas dinero disponible, entonces: se repite el proceso con la segunda persona de la
ordenacion.

Este enfoque es repetido hasta que Psea distribuido totalmente.

Sin embargo, aunque parezca imparcial usar un enfoque aleatorio, muchos encuentran este
enfoque poco atractivo. Pero, aqui germina una idea que restaura la justicia en la mente de
algunas personas. Considere todos los 6rdenes de distribucion del patrimonio Palos
solicitantes como se hizo anteriormente, es decir, reparta el dinero en el orden en que los
solicitantes aparecen en un orden dado de las r/ordenaciones y después, tome la media de las
cantidades que cada solicitante obtiene a lo largo de todas las ordenaciones r/posibles, o sea r

solicitantes y r/ordenaciones.
La solucion, que aparece en varias formas en partes diferentes de la teoria de juego, es

conocida como el Valor de Shapley y es parte de las razones por las que Lloyd Shapley gano el
premio Nobel en Economia en 2012 (compartiéndolo con el tedrico del juego Alvin Roth).



Como los variados, diferentes y atractivos métodos que pueden ser usados para decidir una
eleccidon usando boletas ordenadas, hemos visto hasta ahora una variedad de formas para
resolver problemas de bancarrota. Cuando los estudiantes modelan problemas de bancarrota,
écuantos solicitantes es sensato tener en casos particulares que los estudiantes deban
considerar? Aunque el realismo requiere que los problemas tengan un numero
razonablemente grande de solicitantes y, ciertos aspectos de los diversos métodos de
distribucion de P parecen ser mas razonables cuando hay muchas peticiones, hay una idea de
la modelacion educativa en donde se trabaja con casos mas simples que el problema real a
tratar para lograr una mayor comprension. En problemas de bancarrota hay otra razén para
observar el caso de dos solicitantes que es muy atrayente y que no tiene una contraparte

natural en problemas de bancarrota con mas de dos solicitantes.

Describiremos un método para resolver un problema de dos solicitantes que aparece en
discusiones de problemas de bancarrota de 1a Edad Media y que, al menos nosotros, ino lo

hubiéramos pensado ni en un millén de afios!

Ilustremos esto con un ejemplo que, como en los casos anteriores, usard las letras A, B, etc.,
paralos nombres de los solicitantes y el tamafio de las peticiones y las letras a, b, etc., paralas
cantidades que un método determinado les designe a los solicitantes. Como es usual, P
denotara el tamafio del patrimonio y no se usaran ejemplos con mas de 4 solicitantes.
También, por conveniencia, se enlistaran las peticiones en orden de tamafio no decreciente.

P=200, con peticiones Ade 120 y B de 180

Aqui se muestra como algunos académicos atacaron este problema en la Edad Media:

Suponga que A es llevada por el solicitante ala persona que administra las 200 unidades de un
patrimonio y dice: “Mire, solo hay dos solicitantes, yo, 4, y B. Bsolo pide 180, asi que al menos
20 unidades del patrimonio deben ser mios”. Esta cantidad, 20, es denominada como la
peticion no impugnada de A en contra de B. Para algunos valores de las peticiones de Ay B, B
no puede generar un argumento similar, dado que A esta pidiendo todo el patrimonio o mas,

pero en este ejemplo, B tiene un argumento similar.

El solicitante B puede acudir al administrador que reparte el patrimonio Py decirle: “A solo
esta pidiendo 120, asi que al menos 80 unidades del patrimonio deben ser mias”. Asi que la
peticion no impugnada de B en contra de A es de 80 unidades. Ahora, tanto a Acomo a B se
les dan sus peticiones no impugnadas, que suman 100 unidades. Esto significa que 100
unidades todavia deben ser distribuidas (200 - 100). Dado que la cantidad remanente (100)
esta siendo disputada tanto por A como por B, el administrador la divide de forma equitativa
entre Ay B, de modo que A obtiene 20 +100/2 =70y B, 80 +100/2 =130. Para confirmar, 70 +
130 es igual al tamafio del patrimonio P de 200. Note que no es totalmente obvio que siempre
habra fondos adicionales para distribuir después de que las peticiones no impugnadas son

satisfechas, pero siempre los habra.

Este procedimiento es llamado algunas veces la regla talmudica, a veces la regla de la prenda
en disputa y otras veces, conceder y dividir. El uso del término de regla de la prenda en disputa
para describir este método viene de problemas planteados cuando dos solicitantes se disputan
una sola prenda. Pero los problemas de bancarrota son con frecuencia planteados en
situaciones donde la subdivision del patrimonio P involucra distribuir algo que es
homogéneo e infinitamente divisible. Hablando de forma estricta, el dinero no es

infinitamente divisible



PATRIMONIO

porque existe la unidad mas pequefia de una moneda, como en EUA, el céntimo. Sin embargo,
el valor de una prenda es destruido cuando es subdividida para dar sus partes a los
solicitantes. Los problemas de bancarrota estan usualmente planteados en términos de la
distribucion de algo cuyo valor no se destruye cuando el bien es subdividido, como seria el
caso de una prenda, pintura u otros tipos de bienes que pueden pertenecer a un patrimonio.
Por lo tanto, en la literatura de bancarrota reciente el método llamado regla de la prenda en

disputa es ahora frecuentemente denominado como el principio de conceder y dividir.

El interés reciente por analizar problemas de bancarrota fue motivado por un articulo escrito
por el académico en ciencias politicas Barry O’Neil. El problema incit6 a Michael Maschler y
Robert Aumann a realizar trabajo seminal sobre el problema. O’Neil atrajo la atencién hacia
un problema descrito en el Talmud Babilénico resumido en la tabla que se presenta a
continuacidn, que muestra las soluciones de tres diferentes problemas de bancarrota con 3

solicitantes.

Las entradas en el cuerpo de la tabla representan las soluciones que corresponden a tamafios
de patrimonio de 100, 200 y 300. El rengldn superior parece una division equitativa mientras
que el inferior parece proporcional, pero el reglon de numeros del medio es confuso. Aumann
y Maschler mostraron que habia un método, ahora llamado la regla talmudica, que explicaria

las tres lineas.

PETICION

TABLA C.7: TRES PROBLEMAS DE BANCARROTA DESCRITOS EN EL TALMUD

Lo que Aumann y Maschler hicieron constituye una historia de detectives matematicos, la
cual es interesante por su propio mérito y puede ser encontrada en Malkevitch (2005), pero
aqui solo describiremos el ingenioso algoritmo que encontraron para explicar los nimeros en
la Tabla C.7. El método puede ser aplicado a cualquiera de las lineas de la tabla, pero solo
mostraremos como se aplica al confuso segundo renglon.

Laidea basica es dividir las peticiones de todos los solicitantes en dos, para obtener
“peticiones ala mitad” para todos. Primero, hay que tomar la primera coleccidn de peticiones
alamitad y usar el patrimonio Ppara satisfacerlas usando el método de ganancias igualitarias
de Maimonides. Si hay dinero sobrante, se usa para satisfacer otra coleccion de peticiones ala
mitad usando el método de pérdidas igualitarias de Maimodnides.



Hasta el momento, para un patrimonio de tamafio 200 (Tabla C.7, segunda linea), las
peticiones ala mitad de A, By C son 50, 100 y 150.

Aplicando las ganancias igualitarias de Maimonides, tratamos de darle a 4, By Ccantidades
tan iguales como sea posible, pero sin exceder sus peticiones. Asi que le damosa A, By C, USD
50 a cada uno, habiendo distribuido hasta este momento 150 de las 200 unidades disponibles.
Ahora continuamos tratando a By Cequitativamente, ddndole a cada uno 25 unidades
adicionales, lo que da a A, 50 unidades, y 75 tanto a Bcomo a C, lo que agota el patrimonio Py
finaliza el ejercicio. Sin embargo, comtinmente se puede tener un monto suficiente en el
patrimonio para que después de que las primeras demandas hayan sido satisfechas usando la
ganancia igualitaria de Maimonides, se trabaje en la segunda linea de peticiones a la mitad
usando las perdidas igualitarias de Maimonides.

Cuando el método de Aumman y Maschler, llamémosle la regla talmudica, es aplicado al caso
de 3 o mas solicitantes, satisface una propiedad notable llamada consistencia. Suponga que se
observa un subconjunto 7'de al menos 2 solicitantes, pero no la coleccion entera de estos.
Suponga que la regla talmudica asigna a 77una cantidad P*. Entonces, la regla talmudica,
cuando se usa para satisfacer peticiones del mismo tamafio, pero usando P* en lugar de P,
distribuye la cantidad P* alos miembros de 7'con exactamente las mismas cantidades como

en la solucion original.

En particular, si 7'tiene exactamente 2 miembros, entonces las cantidades distribuidas son

las que se darian con el método de conceder y dividir, o sea la regla de 1a prenda disputada.

Para ilustrar la idea de consistencia, considere la Solucion Talmudica para un patrimonio de
200, el segundo renglon de la Tabla C.7. Las cantidades asignadas en este caso son A= 50, B=
75, C=175.

Para comprobar la consistencia en este ejemplo, se requiere que se verifiquen tres casos:
-  Pf*=125, paralas peticiones A=100 and B=200
- Pf=125paralas peticiones A =100 and C= 300
-  P*=150paralas peticiones B =200 and C=300

Para el primer caso, Ano tiene peticiones no impugnadas contra B, pero Btiene 25 unidades
de peticion no impugnada contra A. Asi que se le dan 25 unidades a By se divide la peticion
impugnada restante de 100 equitativamente. Arecibe 50 y Brecibe 75, las mismas cantidades

que se asignaron originalmente.

Para el segundo caso, Ano tiene peticiones impugnadas contra C, pero Ctiene 25 unidades de
peticion no impugnada contra A. Asi que se le dan 25 unidades a Cy se dividen las 100
restantes equitativamente. Arecibe 50 y Crecibe 75, las mismas cantidades que se asignaron

originalmente.
Para el ultimo caso, ni Bni Ctienen peticiones no impugnadas entre ellos, asi que el
patrimonio de 150 se divide equitativamente. Tanto Bcomo Cobtienen 75, las mismas

cantidades que se asignaron originalmente.

La consistencia parece ser una condicion fuerte y es notable que la regla talmudica, con su

balance en la atencion entre ganancias y pérdidas, satisface esta condicion.



MANEJANDO POR
COMBUSTIBLE

Muchos “axiomas de justicia” han sido propuestos para que sean seguidos por métodos
interesantes pararesolver problemas de bancarrota. Por ejemplo, si el patrimoniovade P a
una cantidad que sea mas grande y las peticiones permanecen iguales, entonces ningiin
solicitante deberia obtener una cantidad mas pequefia cuando el método es aplicado usando
lanueva cantidad en lugar de 2. Si dos problemas de bancarrota difieren solamente en que
una de las peticiones de los solicitantes ha subido, entonces un método razonable sera no
darle a ese solicitante menos que cuando la peticion era mas pequefia. Los investigadores de
problemas de bancarrota han trabajado para determinar cuales métodos obedecen a cudles
reglas de justicia e, idealmente, para ser capaces de decir que, si se requiere que se respete un

conjunto particular de reglas, entonces solo un método especifico puede ser usado.

En afios recientes, mucho del esfuerzo por entender el problema de la bancarrota ha sido
realizado por William Thomson, un economista matematico que ensefia en el Departamento
de Economia de la Universidad de Rochester. La extensa investigacion de Thomson y sus
estudiantes ha elucidado una notable y rica coleccion de métodos que resuelven problemas de
bancarrotay los axiomas de justicia a los que obedecen. El estudio reciente de Thomson
(2015) es un tesoro oculto de resultados e ideas fascinantes.

Los problemas de bancarrota no son mas que una amplia seleccion de problemas de justicia
que pueden ser modelados por estudiantes de preescolar a doceavo grado. Otros incluyen los
temas de elecciones, distribucion, asignacion de costos y votos ponderados. Notablemente,
como en el modelo realizado anteriormente, aunque la teoria puede involucrar trabajo mucho
mas alla de lo que puede ser hecho de preescolar a doceavo grado, ilos algoritmos involucran
muchas veces poco mas que aritmética y algebra! Para lecturas adicionales sobre estos y otros

problemas de justicia, vea la lista para el Apéndice C en la seccion de Referencias.

INTRODUCCION

Esta investigacion es adecuada para ser usada como una primera actividad de modelacién con
estudiantes en clases a nivel de algebra o introduccidn al calculo. Es un problema
especialmente bueno para los estudiantes que apenas estdn tramitando su licencia de
conducir, dado que tienen un gran interés en sus soluciones. Adicionalmente, datos
relevantes se encuentran disponibles en internet a través de sitios como “GasBuddy”, un sitio
del internet donde se puede encontrar el precio de combustible en los Estados Unidos,
Canada y Australia. Dada la familiaridad con el contexto, los estudiantes pueden rapidamente
identificar cantidades relevantes de interés y suposiciones razonablemente simplificadas sin
la asistencia del docente, y llevar a cabo analisis productivos usando nada mds que
expresiones racionales y funciones lineales.

PRINCIPIO DOCENTE

Con la modelacidn se trata de tomar decisiones, asi como reconocer cuando una decisién es
necesaria, cuando tomarlay cuando revisarla. Ayudar a los estudiantes a desarrollar estas
habilidades es una meta primaria en la ensefianza de la modelacion. Cuando sea posible, deje
alos estudiantes “conducir” la discusion, ayudandoles en especial a “reconocer” como

funciona su propia toma de decisiones.

Principios generales de modelacion
- Comunmente, es mas facil desarrollar modelos utiles al empezar con una version
simplificada de una situacion que con una que sea mas cercana a la realidad. El primer

modelo es raramente el modelo final.



- Preste atencion a lo que quiere. Si necesita un nimero, invente un valor, pero anote lo
que hizo. Ese numero puede convertirse en una variable posteriormente.

-  Seaconsciente de las decisiones/suposiciones

- Pregunte, (¢Qué ocurre si? {Qué pasaria si (escoja un numero o suposicion) cambiara?

- Pregunte, (Qué cuestion estas tratando de contestar? ¢Como puedo medir eso?

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La mayoria de los conductores tienen una region habitual en la que realizan la mayoria de sus
movimientos. Sin embargo, los precios del combustible pueden variar ampliamente, de modo
que éste puede ser sustancialmente mas barato en algun lugar fuera de la region habitual.
éSeria mds econdmico ir a una estacion fuera de la region habitual para comprar combustible?
Por lo tanto, la pregunta general que queremos abordar es, écomo podemos determinar qué
estacidon de combustible es mas costo-eficiente?

HACER LA PREGUNTA

Primero, necesitamos una pregunta definida mas claramente para considerarla. Dado que la
respuesta a la pregunta central anterior variara dependiendo de la ubicacion y del vehiculo,
una forma mas local del problema puede ayudar a los estudiantes a comenzar. Los estudiantes
con experiencia en modelacion deben ser capaces de realizar este refinamiento por su cuenta,
pero, para los estudiantes nuevos en la modelacion, el docente necesitara ayudarles a
formular el problema de una forma mas manejable y limpia y puede escoger comenzar con la

formulacion a continuacion, en lugar de la que se dio anteriormente. Por ejemplo,

Manejas a la escuela todos los dias. En la ruta que tomas de tu casa a la escuela hay varias
estaciones de combustible. Desafortunadamente, los precios en tu ruta son siempre
altos. Una amiga te dice que ella compra su combustible en una estacion a varios
kilémetros fuera de tu ruta normal, donde los precios son mas baratos. {Serd mas
econdmico para ti manejar la distancia extra hasta el combustible mas barato que

comprarlo alo largo de tu ruta?

Incluso esta version localizada del problema es abierta. Desde este punto de partida, équé
preguntas deben estarse haciendo los estudiantes? ¢Como debe el docente apoyarlos a

medida que crean un modelo para contestar la pregunta?

CREAR UN EJEMPLO ESPECIFICO

Siempre motivamos a los estudiantes a comenzar creando ellos mismos una version pequefa
y muy especifica del problema. Pedir a los estudiantes que se pongan ellos mismos dentro del
escenario y que traten de responder a la pregunta principal por ellos mismos es una buena
forma de empezar. El uso de casos especiales ayuda a los estudiantes a aclarar el problemay
determinar variables importantes y, con frecuencia, sugiere enfoques que pueden ser ttiles
en un escenario mas general. Hacerlos aplicar la situacion en ellos mismos les permite usar lo
que saben acerca de su propia ruta como los datos del problema.

También, el docente puede ayudarles a darse cuenta de que su version personal del problema
no tiene que ser la verdadera. Los precios y las distancias pueden ser escogidos para hacer
calculos convenientes, permitiendo que la estructura del problema sea mas visible.
Adicionalmente, los docentes deben hacer que los estudiantes noten de forma explicita qué
cantidades han definido a lo largo del camino. Estas cantidades pueden ser revisadas después
dentro del proceso de modelacién para convertirse en variables en el modelo mads general.



Un ejemplo de un planteamiento del problema personalizado es:
Supo6n que hay una estacion en tu ruta normal que vende combustible a USD 1 por litro.
Una estacion a 10 kildmetros fuera de tu ruta vende combustible por USD 0.95 por litro.

éDeberias viajar la distancia extra para comprar combustible en esa estacion?

Los estudiantes que tengan dificultades pueden ser motivados a dibujar un diagrama para

ilustrar el problema.

Nota: Un principio de modelacion general es que comunmente es mas facil desarrollar
modelos titiles empezando con una version simplificada de la situacién en lugar de una que

sea cercana a larealidad.

USD 1.00

CASA ESCUELA
10km ﬂ USD 0.95

FIGURA C.16: DIAGRAMA QUE ILUSTRA EL PROBLEMA SIMPLIFICADO

El primer modelo es raramente el modelo final. Por ende, el diagrama muestra el viaje ala
estacion B como perpendicular a la ruta principal, mientras que la configuracion del mundo

real puede ser diferente.

Basandose en la pregunta central del problema, los estudiantes deben ver que necesitan
comparar el costo total de comprar combustible en las dos estaciones. A medida que
empiezan a realizar estos calculos, descubriran que falta otra cantidad necesaria: la cantidad
de combustible a ser adquirida. Como antes, escoger un valor especifico permite que el
estudiante pueda continuar y proporciona otra variable para el modelo general. Por
simplicidad, asumamos que siempre se llena el tanque cuando aun le quedan 15 litros. En
vehiculos nuevos, una luz se prende para indicar este nivel. Supdn que tu vehiculo tiene un
tanque de 55 litros.

En este punto, los estudiantes pueden calcular el costo de comprar combustible en las dos
estaciones. Sin embargo, el planteamiento del problema anterior atin necesita refinamiento
antes de que realmente represente la pregunta de interés. Para ayudar a los estudiantes a ver
la necesidad de mayor claridad, pregunte, épor qué no manejariamos los 10 km para comprar

combustible mas barato?

Si cambiamos el problema de modo que el combustible barato esté 100 o 200 km mas lejos, los
estudiantes veran rapidamente que gastarian cualquier dinero que se hayan ahorrado
comprando combustible menos caro al manejar hasta la estacion. Esto nos dice que la
cantidad de combustible consumido al viajar a la estacion es importante dado que no ayuda a
ir y venir de la escuela ala casa. El combustible gratis obtenido al limite de nuestro rango

usual de manejo no nos da kildmetros utiles.



Dado que el combustible consumido depende de la eficiencia en kildmetros por litro (km/ 1)
de su carro y la distancia recorrida, tanto los km/ 1 del vehiculo como la distancia serian
factores importantes. También sugiere que la respuesta a la pregunta puede ser diferente para
dos estudiantes que manejan carros distintos. Para un estudiante que maneja un SUV, con un
rendimiento de 4 km/1seria menos probable que recorralos 20 km (10 km a la estacion y 10

km de regreso ala ruta) que para otro que maneja un automovil pequeiio que rinde 12 km/ 1.

Nota: Esta discusion resalta la necesidad de la suposicion de que solo el dinero y no el tiempo

sera usado en este modelo de costo inicial.
Esto lleva a un planteamiento mas refinado del problema:

La estacion A estd en tu ruta normal y vende combustible a USD 1 por litro, mientras que
la estacion B, que se encuentra a 10 km de tu ruta regular, vende combustible a USD 0.95
por litro. Tu carro rinde 12 km/1y el de tu amiga, 4 km/1 {Alguno de ustedes deberia

manejar a la estacion B por combustible?
iAhora tenemos un problema con el que podemos hacer matematicas interesantes!

Nota: Suponer valores constantes para los precios y las distancias es consistente con la
realidad. La suposicion implicita aqui de que km/ 1 es una constante es menos correcta, pero
es una suposicion perfectamente adecuada para realizar el primer modelo. Asegurese de que

los estudiantes noten esta decision.

RESOLVER EL PROBLEMA SIMPLE

Como se sefiala anteriormente, tanto el viaje hacia y desde la estacion de combustible
representan distancias fuera de la region donde se maneja rutinariamente, asi que estos no
son kilémetros utiles en desplazamiento diario. Tomando este hecho en cuenta, un modelo
tipico de un estudiante seria:

Costo total = costo del combustible comprado + costo del viaje adicional por el combustible
(Vea mas abajo formulaciones alternas que los estudiantes pueden producir.)

Los estudiantes deben usar su modelo para responder la version refinada del problema. La
discusion que sigue a continuacion refleja como los estudiantes pueden proceder, y podria ser
usada para ayudar a grupos atascados a progresar.

Primero consideremos tu carro. No hay costo por conducir a la Estacion A dado que esta en tu
ruta normal y de todos modos pasas por ella todos los dias. Nota: esto representa una
suposicion que hace al problema mas facil de razonar. Podemos modificar esto tltimo si asi lo
elegimos. Solo entras y pagas USD 1 por litro para llenar el tanque. Como se sefiald antes, qué
tanto gastes depende de cuantos galones compres normalmente cuando llenas el tanque, asi
que el tamafio de tu tanque de combustible es una variable importante.

En la Estacion A, se decide poner 40 litros de combustible por un costo total de USD 40. Para
la estacidn B, debes tomar en cuenta que manejas 20 km fuera de tu ruta. Asi que debes
comprar 40 litros de combustible por el tanque ademads de una cantidad adicional para
reponer por desviarte esos 20 km no contemplados. Entonces, usaste:



20 km _ 5
12 km/1 3

de litros de combustible yendo a y regresando desde la estacidn, asi que (40 ¢ 0.95) + (5/3 ¢

0.95) = 39.58. Puedes ahorrar 42 centavos al manejar a la estacion mas lejana.

El costo de tu amiga es también de USD 40 en la Estacion A, pero el costo para la Estacion B se
vuelve (40 * 0.95) + (20/4  0.95) = 42.75 dado que uso 5 litros en el viaje. No es muy

conveniente que tu amiga haga el viaje.

FORMULACIONES ALTERNAS. PROBLEMA SIMPLIFICADO

Al trabajar con las versiones aritméticas de este problema, los estudiantes pueden desarrollar
una variedad de modelos simples. Algunos consideran el costo por litro de combustible en
lugar del costo por tanque lleno. Se dan cuenta de que no todo el combustible comprado es
util, dado que algo es gastado en el viaje. Por ende, ellos argumentarian:

No hay costo para manejar ala Estacion A dado que estd en tu ruta normal y de todos modos
pasas por ella todos los dias. Solo llegas y pagas USD 1/litro para llenar el tanque. Pones 40
litros de combustible con un costo total de USD 40 y todo el combustible que compras es util,
por lo que pagas USD 1 por litro utilizable. Para ir a la Estacién B, debes manejar 20 km fuera
de tu ruta. Compras 40 litros por USD 38, pero no todo es combustible util, dado que usaras

20 km _ 5
12km/l 3

de litros de combustible para ir y venir de la estacidn. Asi pagas USD 38 por 40 - 5/3 = 38.33
litros de combustible 1til o

38

3833 litros — USD 0.99 por litro de combustible util.

Es ligeramente ventajoso para tus finanzas manejar a la Estacion B. éQué hay de tu amiga?

Tu amiga comprara 40 litros de combustible 1til por USD 40 en la Estacion A. Su precio por
litro de combustible 1til es de USD 1.00. Sin embargo, a 4 km/1, usara 5 litros en el camino ala
Estacion B. Consecuentemente, pagara USD 38 por 35 litros de combustible 1til. Esto se
traduce a USD 1.08 por litro de combustible 1til, lo que no es muy conveniente.

T podrias manejar a la Estacion B por combustible, pero tu amiga debe seguir yendo ala
Estacion A.

EVALUAR EL MODELO Y REVISAR
Como se propone, el modelo realiza un trabajo razonable al contestar la pregunta, pero solo
para uno o dos individuos especificos. Los estudiantes estan ahora en posicion de ver como los

resultados difieren si una decision anterior cambia. Una opcion es el tamafio del tanque.

Considerando el tamafio del tanque de combustible, los estudiantes sabran que la mayoria de
los vehiculos grandes con poco kilometraje por litro tienen tanques mas grandes. {Esto hace
una diferencia? Suponga que el carro de la amiga tiene un tanque de combustible que le
permite una compra de 100 litros en lugar de solo 40.



Silos estudiantes comparan el costo de llenar el tanque, el costo en la Estacion A es ahora
USD 100, mientras que en la Estacion B es de (100) * 0.95+5 ¢ 0.95 = USD 99.75 ddlares. Tu

amiga podria ahora ahorrar solo un poquito al manejar hasta alla.

Silos estudiantes consideran el costo por litro de combustible ttil, entonces tener el tanque
mas grande no afecta el costo en la estacion A; éste sigue siendo USD 1 por litro util. En la
Estacion B, sin embargo, ella compra 100 litros a USD 0.95 por litro a un costo total de USD
95. Dado que 5 litros fueron usados al manejar a la estacion B, solo compra 95 litros de
combustible 1til, que es

USD 95

95 litros — USD 1 por litro de combustible util.

Este es un trato igual por litro de combustible ttil. Parece que tendria que tener un tanque
aun mas grande para ahorrar. Sin embargo, si el ahorro vale la pena el tiempo y esfuerzo, es
una cuestion distinta. Lo que si vemos es que el tamario del tanque de combustible, o sea, la
cantidad de combustible que podemos comprar en una sola ocasion, puede ser un
componente importante para el problema.

INTERLUDIO DEL DOCENTE. EVALUACION FORMATIVA
Si trabajamos con este problema con una clase grande, podriamos proporcionar un ejemplo

en este punto para verificar la compresion de los estudiantes.

Problema ejemplificativo: Hay 4 estaciones que venden combustible a diferentes
precios. La estacion A esta en tu ruta normal y vende combustible a USD 1 por litro. La
estacion B estd a 10 km de tu ruta y vende combustible a USD 0.95 por litro. La estacion C
esta a 20 km de tu ruta y vende combustible a USD 0.90 por litro, mientras que la
estacion D estd a 4 km y vende combustible a USD 0.97 por litro.

Considera 3 carros. El carro 1 rinde 4 km/l y tiene un tanque de 45 litros. El carro 2, rinde
4 km/ly tiene un tanque de 100 litros. El carro 3 rinde 15 km/l y tiene un tanque de 45
litros. éA cual estacion debe ir el conductor de cada carro a comprar su combustible?

Al trabajar con versiones simplificadas del problema con valores numéricos especificos, la
aritmética es la herramienta importante, en lugar del algebra. El centro del problema se
vuelve la estructura, es decir, determinar un método apropiado para comparar y la aritmética
para hacer dicha comparacion. Una de las dificultades mas comunes que los estudiantes
tienen en la modelacidn es tratar de generalizar muy pronto, haciendo el problema muy dificil
antes de que se haya visto la estructura subyacente. Jugar con diferentes casos del problema,
particularmente considerando casos extremos como se ilustra aqui es muy importante y el

tiempo que se toma jugando con estas ideas no debe ser limitado.

UNA SOLUCION ALGEBRAICA: EVALUAR EL MODELO Y REVISARLO

Tal como est4, el modelo siempre funciona, pero solo para calculos de uno a uno. Cada
combinacién de conductor individual y estacion debe ser verificada de forma separada. Pero
ahora los estudiantes tienen una buena idea de como funciona el problema con valores
especificos y pueden escribir una representacion algebraica del modelo inicial. Esta
representacion les permitira encontrar una solucion general.



Las cantidades importantes han sido identificadas. Los estudiantes saben que los precios, la
distancia total manejada, el rendimiento del vehiculo y el tamafio del tanque, o sea volumen
de combustible comprado, son importantes. En este punto, los estudiantes deben emplear un
principio de la modelacion generalmente aplicable: ya sea asignar a una cantidad un valor fijo,
afiadiendo una suposicion al método usado en el modelo simple o convertirla en una variable
que se llevara a través de todo el proceso. La discusion restante toma esta segunda opcion,

usando letras para denotar las cantidades importantes.

- Que prepresente el precio por litro en la estacion a lo largo de la ruta y Pel precio por
litro en la estacion que estamos considerando.

- Que Drepresente la distancia en km que se debe manejar desde la ruta normal hasta la
estacion de combustible. Un viaje de ida y vuelta es 2Dkm.

- Que Mrepresente el kilometraje por litro del vehiculo.

- Que Trepresente el numero de litros de combustible que compramos, en nuestro

modelo, 15 litros menos que el tamafio del tanque.

SUPOSICIONES DEL MODELO

El planteamiento del problema implica que el uso del vehiculo tiene lugar en una region de
rutina bien definida y que las estaciones fuera de esta region ameritan atencion especial.
Como una suposicion inicial, el viaje de ida y vuelta a la estacidén de combustible fuera de la
ruta es visto como un viaje desde y hasta un punto en la region de rutina, como se muestra en
el diagrama anterior.

También asumimos en nuestro modelo que el kilometraje del vehiculo, M, es constante. Los
estudiantes saben que éste varia dependiendo de las condiciones al manejar y la velocidad ala
que se viaja. Similarmente, se ha supuesto que la cantidad de combustible a ser comprado es la
misma en cada llenado. En un modelo mas refinado, podemos revisar estas suposiciones.

Modelo basico 1: costo de llenar el tanque. Usando la formula, costo total = costo de

combustible comprado + costo de viaje adicional por combustible, la cuestion se convierte en
minimizar C, donde

C=T+P+2.p
M

y todas las cantidades son no negativas, permitiendo D= 0 para las estaciones en la region de
rutina.

Modelo bdsico 2: costo por litro de combustible iitil. Hemos visto que el precio por litro util
parala estacidn en tu ruta es solo el precio del litro, p, dado que todo el combustible comprado
es util. Por lo tanto, siempre estamos comparando nuestro costo por litro ttil en términos de

P,con p.

Para calcular el precio por litro atil para las otras estaciones, calculamos el costo del tanque de
combustible, 7+ P,y el numero de litros ttiles

2D
T-2=
M

El costo de litro util es la razén de estos dos valores

@



TeP TePeM

2D —
- MeT—-2D
T M

Ahora tenemos una férmula que los conductores pueden usar para tomar decisiones.
Debemos comprar combustible en la estacion distante si

TePeM
—<p
MeT—2D

Como antes, la mayoria de estas letras representan cantidades que no varian.

Modelo bdsico 3: costo por kilometros de viaje. Una forma de reconsiderar el enfoque inicial
es reflexionar sobre qué es lo que realmente se compra en la transaccidn. Esta reflexion lleva a
la comprension de que el conductor realmente estd comprando kilémetros, en lugar de
combustible. Dado que los kildmetros usados al ir y venir de la estaciéon de combustible no son
kilémetros disponibles en la region de conduccidn de rutina, esto da lugar a un nuevo modelo
para la cuestiéon de minimizar C*, donde

CF = TeP
MeT—-2D

Una vez mas, todas las variables son no negativas, pero Des 0 en las estaciones de laregion de
rutina. Note que en esta formulacidn, C* representa el costo por km en lugar del costo total.
Como resultado, el combustible barato a distancias largas ahora parece menos competitivo
que en el Modelo Basico 1, dado que los kildmetros ttiles disminuyen con la distancia. Este
modelo es matematicamente equivalente al Modelo Basico 2, pero refleja un enfoque
diferente en el razonamiento.

USAR LOS MODELOS

Note que cada uno de los modelos anteriores involucra tres variables que son: el costo de
queremos minimizar, el precio y la distancia, ademas de dos parametros: el volumen de
combustible comprado y el valor de km/1 del vehiculo. Podria ser que los estudiantes no hayan
encontrado todas estas cantidades en su trabajo previo, asi que podrian necesitar ayuda al

usar sus modelos.

Tal vez, la forma mas simple de aplicar un modelo algebraico es usar el modelo como una
férmula directa para calcular la medida del costo que es de interés. Cada estacion sera
evaluada separadamente al sustituir la informacion relevante para la estacion dentro de la

féormula.

Los estudiantes pueden usar la misma idea mas eficientemente al crear una hoja del calculo
para tabular los costos calculados de C* para un rango de valores de precio y distancia. E1
ejemplo mostrado usa el modelo de costo por kilometro comprado (modelo 3).

Para los estudiantes nuevos en la modelacion, éste seria un punto razonable para detenerse

en su investigacion. Las discusiones sumarias deben continuar centrandose en sefialar las

decisiones que fueron necesarias para llegar a este punto.
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DISTANCIA PRECIO COSTO
10 0.75 0.078125
10 0.76 0.079167
10 0.77 0.080208
10 0.78 0.081250
10 0.79 0.082292
20 0.75 0.081522
20 0.76 0.082609
20 0.77 0.083696
20 0.78 0.084783
20 0.79 0.085870
30 0.75 0.085227
30 0.76 0.086364
30 0.77 0.087500
30 0.78 0.088636
30 0.79 0.089773

TABLA C.8: COSTO POR KM COMPRADO, DONDE VAMOS A COMPRAR

50 LITROS Y EL VEHICULO RINDE 10 KM POR LITRO

Para los estudiantes que se sienten comodos trabajando con funciones lineales, es posible
usar un enfoque mas geométrico del modelo, aunque al comenzar pueden ser necesarias unas
pocas indicaciones por parte del docente. Dado que el interés real estd en como las cosas se
comportan a medida que estaciones diferentes son consideradas, las variables que describen
las estaciones, denominadas Py D, pueden convertirse en laidea central. El truco es que, de
nuevo, se piense en el costo como una constante y se reescriba Den términos de 2. Al usar de
nuevo el modelo 3y recordando usar M, T’y C* como constantes revela una relacion lineal
entre la distancia y el precio:

D_TMC* —-TP _T™M TP

o = —_——

2c* 2 2C*

Cuando se consideran en el plano P- D, tanto la pendiente como la interseccién en Dde la
linea estan determinadas completamente por el tamafio del tanque, el kilometraje o
rendimiento de un vehiculo en particular y el valor de C*. Por ende, todas las estaciones que
llevan a la misma medida de costo general estan descritas por puntos en una sola linea.
Adicionalmente, cambiar C* solo cambia la pendiente

T
2C*

por lo que la meta de minimizar C* se convierte en escoger la mejor linea de una familia

infinita de lineas radiales que pasan a través de la interseccion vertical comtn

™
2
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Puesto en accion, comparar estaciones se reduce a comparar lineas sobre las cuales caen las
estaciones rivales. Esto es, graficar la informacion del precio y la distancia para las estaciones
rivales en el plano P-D, después mover una linea en el sentido del reloj alrededor del punto de
giro en el eje vertical hasta el Gltimo punto de una estacion (evocando el problema, ¢Cua/
computadora?). Esto significa que la determinacion de la mejor estacion puede ser hecha de

forma enteramente geométrica después de calcular solo la interseccion vertical.

Note que la interseccion vertical,

™

2

tiene una buena interpretacion, ya que es la mitad del alcance del vehiculo. Asi que, ajustar el

modelo para aplicarlo a otro vehiculo involucra saber este nuevo alcance.

FIGURA C.17: TIPICA VISUALIZACION DE LA LINEA OSCILATORIA

CONCLUSIONES La meta primaria del escenario de Manejando por Combustible es enfatizar laimportancia de
motivar a los estudiantes a dedicar el tiempo inicial a jugar con problemas pequefios usando
nameros simples. Al invertir tiempo en estos casos especiales, los estudiantes pueden tantear
el problema y observar qué es importante y qué puede ser dejado de lado, ademas de usar su
trabajo para desarrollar una forma mas general del modelo. Nuestra experiencia con los
estudiantes nuevos en la modelacion es que quieren llegar al algebra antes de haber entendido
realmente la estructura del problema. Al no invertir tiempo al inicio en jugar con la situacion,

pierden frecuentemente ideas que pueden ampliamente simplificar y mejorar su trabajo.



MUESTRA DE
PREGUNTAS
PARA LA
EVALUACION DEL
PROCESO DE
MODELACION

APENDICE D:

HERRAMIENTAS DE
EVALUACION

Este apéndice contiene ejemplos de herramientas de evaluacion, incluyendo listas de control
y rubricas, que usted puede usar durante la ensefianza de la modelacion.

En la primera seccidn, discutimos un plan de evaluacién formativa a ser usado con
modeladores activos involucrados en varias etapas del proceso de modelacion. Las secciones
restantes incluyen ejemplos de rubricas y otras herramientas designadas primariamente para
evaluar el resultado general de una actividad de modelacién matematica, asi como una breve
discusion de su uso sugerido.

INVOLUCRANDO A ESTUDIANTES MODELADORES

El proceso de modelacién consiste en componentes inherentemente interconectados que son
usados de forma iterativa. Sin embargo, también cuenta con componentes individuales
identificables que los modeladores encuentran necesariamente cuando trabajan en un
proyecto. En esta seccién discutimos una coleccion de preguntas disefiadas para la evaluacion
formativa de estudiantes involucrados con la modelacién matematica. Las siguientes
subsecciones constan de preguntas organizadas por su conexion con algin componente del
proceso de modelacidn, las cuales puede usted considerar para presentarlas a sus estudiantes
y evaluar su enfoque de la modelacién matematica centrada en la resolucién de un problema,
asi como para ayudarles a impulsar su progreso como modeladores independientes. Una
pequena discusién sobre el uso de tales preguntas y el momento apropiado para plantearlas se
dard antes de cada subseccién. No sugerimos presentar todas las preguntas de una subsecciéon
a todos los estudiantes; en cambio, recomendamos involucrar a los estudiantes en una o mas
preguntas asociadas con cada componente, sin importar su habilidad para demostrar destreza
modeladora. También, note que, debido a la naturaleza iterativa de la modelacién, es muy
posible que el orden en el que plantee las preguntas sea diferente de la forma en la que se
enlistan a continuacidn.

La Tabla D.1 al final de esta seccién replantea preguntas centrales asociadas con cada
componente de la modelacion e identifica vocabulario relacionado con este proceso.
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DEFINIR EL PROBLEMA

Poco antes de iniciar la actividad de modelacion, los estudiantes pueden preocuparse de cémo

empezar o, alternativamente, pueden tener multiples ideas acerca de cémo proceder. Las

siguientes preguntas, muchas de las cuales pueden ser planteadas poco después de que se ha

iniciado lalluvia de ideas, pueden ayudar a los modeladores a concentrarse y proceder.

- Describe el problema que se le ha pedido a tu equipo que resuelva. {éQué informacion
necesitas para resolver este problema?

- ¢Como vislumbras la solucién a tu problema? ¢Es posible que tu solucidn tenga mas de
una respuesta razonable? ¢Por qué?

- ¢éCudles el problema especifico que tu modelo va a resolver? éComo podrias completar la
frase “Nuestro modelo te dira ?”

CONSTRUCCION DEL MODELO. DEFINIR VARIABLES Y HACER

SUPOSICIONES

Lalluvia de ideas con frecuencia lleva al desarrollo de muchas ideas valiosas que pueden ser

usadas para crear un modelo. Sin embargo, los estudiantes también podrian abrumarse con el

proceso. Por ejemplo, un estudiante puede determinar que necesitan cierta informacion para

resolver el problemay, sin embargo, ser incapaz de encontrar un valor para usar en su modelo.

Una situacion como ésta puede ser enfocada de una variedad de formas; varias de las cuales

pueden ser abordadas con las respuestas de los estudiantes a estas preguntas.

- Delos factores que has identificado como importantes para el problema, écudles cambian
y cudles permanecen igual?

- éQué suposiciones necesitas hacer para encontrar una solucién? ¢Qué te llevo a hacer
estas suposiciones?

- éQué te haria cambiar una suposicion?

- ¢Cudles son los factores primarios que has identificado como importantes para el
problema? éComo planeas incorporar estos valores en tu modelo?

- ¢Dénde encontraste nimeros, o datos, para usar en tu modelo?

- Alinvestigar, éencontraste mas de un valor para un factor? sCémo determinaras qué
valor o valores, usar en tu modelo?

ENCONTRAR UNA SOLUCION

Crear un modelo matematico desde cero puede ser una empresa abrumadora, especialmente

para estudiantes nuevos en el proceso. Un buen punto de partida para el desarrollo del

modelo se construye directamente sobre el trabajo en el que los estudiantes se hayan
involucrado anteriormente, pero requiere uno o dos pasos extra hacia adelante. En particular,
motivar a los estudiantes a identificar y reflexionar sobre métodos para organizar los datos
que han recolectado o combinar valores para obtener un valor que tenga sentido en relacion
con la pregunta que se investiga puede llevar a una solucion significativa. Como resultado, un
namero de preguntas presentadas en esta subseccion son similares o casi idénticas a aquellas
encontradas en otras subsecciones. Sin embargo, el contexto en el cual estas preguntas son
presentadas a los estudiantes ayuda a motivar el desarrollo de modelos matematicos.

- Describe el problema especifico que tu modelo debe resolver. {Cuales son las unidades
asociadas ala solucion? Si es apropiado, ¢de qué manera tu solucidon implica la necesidad
de cuantificacion?

-  Delos factores que has identificado como importantes para el problema, (écdmo pueden
estos ser combinados de una forma que tenga sentido en el mundo real?

- ¢Como puedes organizar tus datos para compartir con un individuo que no esta

familiarizado con tu proyecto? (Por ejemplo, ordenamiento, graficos, estadisticas, etc.)



- ¢Qué técnicas matematicas has usado para analizar los datos hasta ahora?
- Describe las matematicas usadas en esta porcion de tu modelo.

- ¢Como planeas comunicar tus resultados finales?

ANALISIS Y EVALUACION DEL MODELO

El valor de un modelo es determinado por su habilidad de proveer soluciones razonables,

definido por su uso o la audiencia, a un problema dado. Poco después de que el modelo

matematico ha sido desarrollado, o cuando se investigue la utilidad de un modelo exterior, es
recomendable analizar el modelo. En pocas palabras, los modeladores matematicos
responsables verificaran la aplicabilidad y entenderan los limites del desempefio de su
modelo antes de compartir sus resultados con otros.

- éComo funciona tu modelo? {Qué tipo de valores pueden ser introducidos en tu modelo?
¢Coémo se ve el resultado?

- ¢Como planeas comunicar tus resultados? éPiensas que una grafica pueda ayudar a la
gente a entender tu informacion, modelo y resultados? ¢Qué tipo de grafica o graficas son
las mds apropiadas?

- éComo responde el modelo la pregunta que se te planted? ¢Tiene sentido tu respuesta?
(Por ejemplo, élas unidades son apropiadas?)

- éComo sabes que tu modelo funciona? Es decir, élos resultados tienen sentido en el
contexto de la pregunta que estas resolviendo?

- ¢Cuéndo funciona tu modelo? {Existen instancias en las cuales necesites ser cuidadoso
porque puede que no funcione?

- ¢Coémo reacciona tu modelo a cambios en los valores introducidos?

- éQué mejoras le harias a tu modelo? Por ejemplo, équé harias de manera diferente si
tuvieras mds tiempo? {Obtendrias mejores datos? sAlguna otra cosa?

REPORTAR RESULTADOS
Para que una solucion o soluciones matematicas tengan valor, necesitan ser entendidas en el

contexto del problema original y por una audiencia interesada en conocer los resultados.

El resultado final puede ser reportado en una variedad de formas. Por ejemplo, un informe
escrito o presentaciones orales son formatos de reporte comunes. Mas atn, el reporte
completo es cominmente evaluado de forma acumulativa. Véase las ribricas sugeridas mas

adelante en este apéndice.

Las preguntas presentadas en esta subsecciéon motivan alos estudiantes modeladores a ser

especificos y reflexivos al compartir su trabajo con otros.

- Explica el proceso que tu equipo uso al desarrollar la solucion.

- Explicalas matematicas usadas por tu equipo para desarrollar la solucion.

- ¢Con quién estas compartiendo los resultados? (Cual es la audiencia de tu reporte?

- Siesapropiado, écomo participo cada uno de tus compafieros de equipo en el proceso de
modelacidon? {Qué aprendiste de otros miembros de tu equipo?

- ¢Cuales son esas tres, cuatro o cinco cosas que quieres que cualquiera que lea o escuche
tu reporte entienda acerca de tu modelo? Con tu audiencia en mente, écoémo puedes

compartir tus resultados de forma clara y concisa?

DESPUES DE ESTE MODELO, ANTES DEL SIGUIENTE
Cuando los estudiantes se involucran en una actividad completa de modelacion, es
recomendable tomar tiempo para reflexionar sobre la experiencia. Algunas preguntas
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adicionales pueden proporcionar a los estudiantes perspectivas valiosas que permitiran un

éxito continuo y mejorado con la modelacion en el futuro.

éNecesitaste revisar tu modelo en algiin punto durante la actividad? Si es asi, épor qué?
¢Como arreglaste el modelo?

éPuedes identificar una idea matematica que haya sido clave para tu habilidad de
desarrollar el modelo?

¢Cdomo cambio tu estrategia de modelacion a través del periodo de trabajo?

éQué consejo le darias a un compafiero de clase o a ti mismo antes de desarrollar un
modelo matematico?

Si tuvieras la oportunidad de realizar esta actividad una vez mas, équé harias? ¢Usarias el
mismo enfoque o alterarias tu plan?

Si se te diera mas tiempo, équé harias ti o tu equipo para mejorar el modelo o los
resultados?

éCual fue el aspecto mas sorpresivo o inesperado de este proyecto?



COMPONENTE DE
MODELACION

PREGUNTAS ACERCA DE TU MODELO Y COMO LO HICISTE

VOCABULARIO
RELACIONADO A LA
MODELACION A
SER REFORZADO

DEFINIR EL PROBLEMA

¢Cual es el problema importante que se te ha pedido resolver?

Puede haber mds de una respuesta posible.

Problema abierto,
restricciones

DEFINIR EL PROBLEMA

¢Cudl es el problema especifico que tu modelo va a resolver?

(Mi modelo te dira cémo...)

Especifico, central

HACER SUPOSICIONES ¢Qué ideas pensaste, pero decidiste no intentar? Eliminar, Priorizar
HACER SUPOSICIONES ¢Qué has supuesto para resolver el problema? Suposicién/
. . supuesto.
¢Por qué tomaste estas decisiones?
DEFINIR VARIABLES ¢Qué cantidades son importantes? Variable
¢Cudles cambian y cudles permanecen igual?
DEFINIR VARIABLES ¢Donde encontraste los nimeros que usaste en tu modelo? Recursos,

referencias

OBTENER UNA ¢Qué imagenes, diagramas o graficas pueden ayudar a la gente a entender Diagrama, grafica,
SOLUCION tu informacién, modelo y resultados? etiqueta
OBTENER UNA ¢Qué ideas matematicas usaste para describir la situacidn y resolver tu Situacién
SOLUCION problema?
ANALISIS Y ¢Cémo sabes que tus cdlculos son correctos? Caélculo, unidad
EVALUACION DEL
MODELG ¢Recordaste usar unidades (como ddlares o pulgadas)?
ANALISIS Y ¢Cudando funciona tu modelo? Limitaciones
AL e L ¢ Cuando necesitas tener cuidado porque puede que no funcione?

u i ui ue pu u unci ?
MODELO < porque puede g
ANALISIS Y ¢Como sabes que tienes un modelo bueno/util? Prueba, validacion
EVALUACION DEL ¢ Por qué tu modelo tiene sentido?
MODELO crord '
ANALISIS Y Si tuvieras que mejorar tu modelo, ¢qué harias? Mejoramiento,
EVALUACION DEL iteracion
MODELO
REPORTAR Explica tu modelo matemadtico con palabras y con nimeros Prueba, validacion
RESULTADOS
REPORTAR ¢Cémo ayudd cada uno de tus compafieros de equipo? Modelo
RESULTADOS
REPORTAR ¢Qué aprendié cada miembro de tu equipo de los demas? Colaborar
RESULTADOS
REPORTAR ¢éCudles son las 5 cosas mds importantes que quieres que tu Cliente/audiencia
RESULTADOS audiencia/cliente entienda acerca de tu modelo y/o solucion?

TABLA D.1: RUBRICA DE EVALUACION PARA LA MODELACION (ADAPTADA DE LEVY, IMMERSION).




LISTAS DE
CONTROL/HOJAS
DE EVALUACION
DE PROYECTOS

CARACTERISTICAS Y USO

La produccidn resultante de un modelo matematico varia enormemente dependiendo de las
preferencias del instructor y, en el mundo real, de las demandas e intereses del cliente o
audiencia. Mds aun, la introducciéon de una tarea matematica, usualmente no tradicional,
motiva la necesidad de compartir las expectativas dentro de un proyecto de modelacién con
los estudiantes.

Una lista de control para un proyecto de modelacién matematica puede ser una herramienta
util para que los estudiantes la llenen antes de completar la tarea. Adicionalmente, los
instructores pueden usar la lista de control como una herramienta de evaluacién acumulativa.
En esta seccidn proporcionaremos dos ejemplos de listas de control que son usadas
actualmente en clases de modelacion matematica. Ambas listas pueden ser modificadas para
encajar con las necesidades de una clase especifica o un proyecto de modelacion.

LISTA DE CONTROL I

La primera lista, Tabla D.2, aisla cinco elementos generales de evaluacién en un proyecto de
modelacion matematica. Notablemente, proporciona a los estudiantes ejemplos de
situaciones problematicas comunes que el instructor ha identificado al revisar modelacion

matematica presentada en reportes escritos.

LISTA DE CONTROL II

La segunda lista, Tabla D.3 provee, de forma similar, una coleccién de categorias que
necesitan ser incluidas en una entrega de modelacién matematica. En contraste con la Lista I,
este documento identifica la necesidad de que los estudiantes abordaren la informacién
sefialada como “especifica de este proyecto”. Se pide que los estudiantes que trabajan en el
proyecto asociado a este documento investiguen el crecimiento poblacional de gatos ferales.
Esta coleccidn de cuatro preguntas puede ser ajustada para ser usada con proyectos de
modelacidn alternativos.



RETROALIMENTACION DEL MODELO

Se proporciona un escrito

Comprension demostrada de la premisa del problema: explicito (escrito)/ implicito
(matematicas)

Uso adecuado y demostrado del Método de Separacion de Variables
Analisis matematico completo presentado y usado para abordar el problema

Organizacion (ortografia, gramatica, formato, estilo, notacién matematica)

GRADO

VOLVER A PRESENTAR PARA OBTENER CALIFICACION

Si estd sefialado que debes volver a presentar para obtener calificacidn, entonces hay
errores criticos en tu matematica o en tu trabajo escrito. Puede ser una buena idea que nos
veamos antes de que trates de nuevo por tu cuenta, para que pueda ayudarte a entender
qué se requiere.

CUESTIONES COMUNES

Figuras y Tablas

- Referirse a todas las figuras y tablas con nimeros en el cuerpo principal del texto
- Leyendas y niimeros de figuras son requeridos en la parte inferior de cada tabla

- Nimeros de tablas y titulos son requeridos en la parte superior de cada tabla

Tiempo verbal y Persona

- Evita la primera persona del singular (Yo, mi, me)

- Asegurate de ser consistente en el tiempo verbal a lo largo del texto
- iLa voz pasiva es aceptable en los reportes técnicos!

Apéndices

- Si usas algin apéndice, asegurate de referenciarlo en el texto principal, pues de otra
forma, jpuede que el lector nunca sepa todas las cosas buenas que has escondido ahi atras!
- Los apéndices deben estar sefialados con letras (A, B, C) o con nimeros romanos (I, I1, III)

Flujo

- Debe haber un arco narrativo. Aseguirate de que las ideas sean introducidas
apropiadamente, muy similar a la forma en que necesitas introducir un personaje en una
historia

- Aunque las personas que no son matematicos pueden perderse en un par de detalles,
cualquiera debe de ser capaz de leer tu reporte y entender qué hiciste y por qué es
importante.

TABLA D.2: ELEMENTOS GENERALES DE EVALUACION EN UN PROYECTO DE MODELACION MATEMATICA.




LISTA DE CONTROL DE MODELACION

Pagina de titulo separada, con nombres y numeros de identificacion de los estudiantes,
profesor, seccidn, grupo.

Una introduccidn que claramente plantee el problema a ser resuelto

Un reporte con secciones distintivas y suposiciones concisas y claras, descripcién de
los pardmetros y las variables del modelo, proceso de solucién, resumen y conclusién
(¢tiene sentido tu solucion y por qué?, ;cuales son las fortalezas y debilidades de tu
enfoque?)

Usa el editor de ecuaciones o escribelas a mano
ex: sqrt (x"2+y”2) estd mal

ex: Vx2+y2 esta bien

¢Las derivaciones y los calculos son claros, légicos y faciles de seguir?

Hay una descripcidn clara de las variables, asi como diagramas/tablas
adecuadamente etiquetados y con las unidades correctas

Se le da agradecimiento a quien lo merece (esto incluye ayuda dada por individuos).
Referencias escritas.

;Se contestan todas las preguntas planteadas, incluyendo las preguntas de la discusién?

:Se muestra todo el trabajo? ;Se adjuntan los calculos hechos a mano y estos son
referenciados facilmente?

¢La ortografia, la gramatica y la puntuacion son correctas? ;Es la matematica correcta?

ESPECIFICO A ESTE PROYECTO
Se propuso un modelo para medir la poblacién de gatos
Se propuso una estrategia de intervencién

Se usaron ambos modelos para hacer predicciones a futuro y evaluar la calidad de las
soluciones

Se incluyeron todos los lineamientos del reporte final

TABLA D.3: UNA COLECCION DE CATEGORIAS A SER INCLUIDAS EN UNA ENTREGA DE MODELACION MATEMATICA




RUBRICAS DE
MODELACION
MATEMATICA

CARACTERISTICAS Y USO

Los modelos matematicos raramente producen resultados idénticos o soluciones numeéricas
unicas. En consecuencia, la evaluacidon formativa de proyectos de modelacion se centra menos
en determinar una solucidn especifica y mas en qué tan apropiadas son las matematicas
usadas para desarrollar una solucién y la habilidad del modelador de comunicar los resultados
de forma efectiva. Las siguientes riubricas estdn disefiadas para articular las expectativas y los
estandares de éxito de un proyecto de modelacion. Por lo tanto, las rubricas son usadas por
instructores para evaluar el trabajo de modelacion de los estudiantes y también por los
estudiantes como herramientas de evaluacion entre pares. Sugerimos que se familiarice a los
estudiantes con la rabrica de modelacion de la clase lo mas temprano posible, al invitarlos a
calificar el resultado de modelacion de terceros. Por ejemplo, las entidades gubernamentales
generan regularmente reportes basados en modelacién. Crear una tarea que requiera que los
estudiantes usen una rubrica para evaluar el resumen ejecutivo de tales reportes ayuda a que
auto identifiquen lo que se espera cuando comunican soluciones matematicas.

RUBRICA PARA TRABAJOS ESCRITOS

Una ribrica general usada para evaluar resimenes executivos independientes puede ser
encontrada en la Tabla D.4. Esta es significativamente mas detallada que las listas de control,
debido ala atencion al detalle esperado en reportes que tienen dos paginas o menos al
proporcionar los resultados asociados con un proyecto de modelacion completo. Esta rubrica
puede ser modificada para usarse con reportes de modelacion completos y de varias paginas al
enfatizar aspectos asociados con el documento mas extenso. En particular, se recomienda que
las referencias sean identificadas y que se le dé detalle adicional y atencidn al analisis y la

comunicacion de resultados.



DEFINICION DEL PROBLEMA DE MODELACION (3 PUNTOS TOTALES)

IDEAL

SATISFACTORIO

NECESITA MEJORAR

INCOMPLETO

(3 puntos) Planteamiento
del problema conciso que
indica exactamente cual
sera el resultado del
modelo y, si es necesario,
identifica la audiencia o
perspectiva del modelador.
El planteamiento es
presentado al inicio del
problema.

(2 puntos) El
planteamiento del
problema es facilmente
identificable pero no es
preciso o consistente con
otros planteamientos en el
escrito.

(1 punto) El planteamiento
del problema es dificil de
entender o esta escondido
en el texto.

(0 puntos) No se da
planteamiento del
problema.

CONSTRUCCION DEL MODELO: HACER SUPOSICIONES Y RECONOCER LIMITACIONES (3 PUNTOS TOTALES)

IDEAL

SATISFACTORIO

NECESITA MEJORAR

INCOMPLETO

(3 puntos) Las
suposiciones primarias
usadas para desarrollar el
modelo son claramente
identificables, faciles de
leer y estan bien
justificadas. Las
limitaciones dadas por la
simplificacién son
mencionadas cuando es
apropiado.

(2 puntos) Las
suposiciones primarias son
sefialadas; falta
justificacion y legibilidad.

(1 punto) Existen
suposiciones y
justificaciones, pero son
dificiles de identificar en el
texto.

(0 puntos) No se dan
suposiciones o
justificaciones (por falta de
suposiciones).

CONSTRUCCION DEL MODELO: DEFINIR VARIABLES E IDENTIFICAR PARAMETROS (3 PUNTOS TOTALES)

IDEAL

SATISFACTORIO

NECESITA MEJORAR

INCOMPLETO

(3 puntos) Senalay
racionaliza la necesidad de

(2 puntos) Los parametros
y variables importantes

(1 punto) Las
Variables/Parametros son

(0 puntos) No se
identifican variables o

factores primarios que son apropiadamente débiles, casi no parametros.
influencian el fen6meno enlistados, pero sin mencionados o dificiles

que esta siendo modelado explicacion suficiente. para que el lector los

en formato legible; se identifique en el texto.

especifican unidades

apropiadas.

SOLUCION: EL MODELO USA MATEMATICA SIGNIFICATIVA (4 PUNTOS TOTALES)

IDEAL SATISFACTORIO NECESITA MEJORAR INCOMPLETO

(4 puntos) Se proporciona
un atisbo legible de el/los
método(s) matematico(s)
usado(s) para resolver el
problema. Se presentan un
enfoque y un resultado
plausibles.

(3 0 2 puntos) Se plantea el
enfoque matematico, pero
aspectos del método son
inconsistentes, dificiles de
entender o estan
incompletos.

(1 punto) El modelo es
planteado y/o contiene
errores matematicos
reparables.

(0 puntos) El modelo no es
presentado o contiene
errores significativos.




SOLUCION: LOS RESULTADOS SON ACCESIBLES A LA AUDIENCIA (4 PUNTOS TOTALES)

IDEAL

SATISFACTORIO

NECESITA MEJORAR

INCOMPLETO

(4 puntos) Presenta
claramente una solucién
que es consistente con el
planteamiento del
problema original. Si es
apropiado, una ayuda
visual/grafica es incluida.

(3 0 2 puntos) La respuesta
es planteada, pero aspectos
de la/las solucién(es) son
inconsistentes, dificiles de
entender o estan
incompletas (por ejemplo,
no identifica las unidades
de medicion).

(1 punto) La respuesta es
dada sin trasfondo
contextualizado (por
ejemplo, graficas y
unidades apropiadas, etc.).

(0 puntos) No se da una
solucion.

ANALISIS Y EVALUACION DEL MODELO (3 PUNTOS TOTALES)

IDEAL

SATISFACTORIO

NECESITA MEJORAR

INCOMPLETO

(3 puntos) La viabilidad y
confiabilidad de la solucién
de modelaciéon matematica
es abordada. Por ejemplo,
;qué tan sensible es el
modelo a cambios de
valores de los parametro o
a alteraciones de las
suposiciones? ;Cémo se
compara a otras soluciones
o datos historicos?

(2 puntos) Se aborda, pero
el andlisis no cuenta con
dimensionalidad
apropiada. Por ejemplo,
consecuencias obvias del
resultado planteado o
comparaciones bien
conocidas son ignoradas.

(1 punto) Algo de anélisis
es proporcionado, pero sin
ningun sentido de
perspectiva.

(0 puntos) No se incluye
analisis o evaluacion en el
reporte. Se usan
matematicas incorrectas en
el analisis.

ESTILO DE ESCRITURA Y ORGANIZACION (5 PUNTOS TOTALES)

IDEAL

SATISFACTORIO

NECESITA MEJORAR

INCOMPLETO

(5 0 4 puntos) Ortografiay
gramatica correctas se
usan a lo largo del reporte.
El escrito esta bien
formateado y su lectura es
agradable. Ayudas visuales
(si son apropiadas) estan
bien escogidas y son faciles
de interpretar.

(3 0 2 puntos) Hay
multiples errores de
ortografia, gramatica y
formato. No hay ayudas
visuales, caracteristicas
clave de legibilidad o no se
conectan claramente con la
solucion.

(1 punto) Significativa falta
de consideracion por las
normas comunes de
ortografia comun y las
reglas matematicas.

(0 puntos) Falta de
consideracién total a las
normas de ortografiay de
gramatica y a las reglas
matematicas.

TABLA D.4: UNA RUBRICA GENERICA USADA PARA EVALUAR RESUMENES EJECUTIVOS INDEPENDIENTES.




RUBRICA DE PRESENTACION

La siguiente hoja de evaluacion, Tabla D.5, sirve simultaneamente como rubrica para
desarrollar una presentacion oral de los resultados de la modelaciéon matematica, una
herramienta de evaluacidn entre pares para los estudiantes y una herramienta de evaluacion
para los instructores. El documento provisto es la version proporcionada a los estudiantes
cuando se preparan para evaluar presentaciones de sus compafieros. Un uso sugerido de este
recurso es hacer que individuos o equipos se evalten entre ellos para que en las siguientes
presentaciones puedan proporcionarse inmediatamente retroalimentaciéon mutua.




HOJA DE EVALUACION DE PRESENTACION DE MODELACION MATEMATICA

Presentacion hecha por el equipo:

Por favor, selecciona un valor (1 - 5) que refleje el alcance con el cual estds de acuerdo con la

afirmacion dada.

Entendi la interpretacion de
las preguntas del equipo
ponente.

Todas las suposiciones
planteadas estan
adecuadamente justificadas.

Las fortalezas y debilidades del
modelo fueron abordadas.

Se usaron matematicas
apropiadas para crear el
modelo.

Una solucidn final fue
claramente presentada.

El modelo matematico produjo
un resultado plausible.

Las ayudas visuales fueron
faciles de leer y entender.

El equipo abordé escenarios
alternativos auténticos y/o la
necesidad de trabajo futuro.

Disfruté la presentacion; el/los
presentador(es) capturaron mi
atencion durante toda la
extension de la charla.

Me gustaria aprender mas
sobre el método de solucion de
este equipo.

TOTALMENTE
EN DE
EN NEUTRAL

DESACUERDO DESACUERDO ACUERDO
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4

(Qué pregunta te gustaria hacerle a este equipo?

Preguntas adicionales o comentarios:

TOTALMENTE
DE ACUERDO

TABLA D.5: UNA RUBRICA PARA LA EVALUACION ENTRE PARES DE PRESENTACIONES ORALES DE

MODELACION MATEMATICA (ADAPTADA DE GALLUZO Y WENDT)
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